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NUMERICAL SIMULATION A A
Starting from (€. 7, ). 4(&, 7)), 0F (€. 70 ). 05 (€. 7 )) . which represents the fields v, u.
fF and 05 at the time 7, . the approximations for these fields at the time Tn+1 are reached
through the following steps:
I. Employing Glimm's scheme (Saldanha da Gama and Sampaio. 1987 and Smoller.
1983) for advancing from 7, to 7,4+, with the svstem:

du J
—_ _.‘_ —_ u) = 0 2
5, af(lbm (12)
a%(wu) + dié (vu? +v?) =0
2. Once v and u at 7 = 7,4, are known for all ¢, a finite difference scheme is emploved
to determine 0 and s at 7 = 7,,,, for all £. The scheme is applied to the following
problem:
80[: <80F>n] 0201: <0’U>n (d@p)n
n+l | YV R n+1 ekl ol —y ; ol — | P
Y [ 5 tu o Ar 78 + Af o€ o€ + Br(0s — 0p)
(13)
005 7*05
T ASF + Bs(0p — 0s)

n n
in which (gg—) and <3~j§) indicate that these terms are evaluated at .

For case 1 (semi-infinite porous media). shown in Figure 1. boundary conditions are
prescribed only at £ = 0. These conditions are the following:

v=1 |, £=0 . >0 (14)

b =05 =1 |, £=0 . >0

For case 2 (infinite porous slab of thickness L), also shown in Figure 1. the boundary
conditions are given by equations (14) stated above plus equations (15):

u=0 . E=1 . 730 (15)
00 065
— = — =0 . E=1 5 >0
o o€ ;
The above conditions must be considered together with initial data for w. u. 0F and
Os.
RESULTS

Two different cases were studied: a semi-infinite porous media and an infinite porous
slab. as can be seen from Figure 1. Some selected results are presented in Figures 2 and 3.
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Figure 2 - CASE 1 - FIELD ;(representing v, u, 0. 0s) VERSUS POSITION X = £
for Ap = 0.500. Br = 0.010. A5 = 5.000. Bs =0.010
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Figure 3 - CASE 2 - FIELD Y (representing v, u. 6, fs) VERSUS POSITION X =¢
for Ap = 0.500, Br = 0.100, As = 0.500, Bs =0.100
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METODO RUNGE-KUTTA IMPLICITO MODIFICADO PARA A RESOLUCAO
NUMERICA DE EQUACOES ALGEBRICO-DIFERENCIAIS

Murata,V.V.1 Biscaia Jr.,E.C.2

l.Introduc¢ao

Os metodos Runge-Kutta Implicitos (RKI) sio mais apropriados do que os métodos tipo BDF
para a solugdo de Equagdes Algebrico-Diferenciais (EAD's) com indices superiores e com
descontinuidades frequentes. devido as altas ordens e a A-estabilidade que podem alcangar
(6], e apesar da menor eficiéncia de implementagdo sdo auto-iniciadores, a selecdo de passos €
mais simples e sio de facil paralelizacao[9]. O estudo do comportamento de um método RKI
em um subsistema singular candnico e em uma EDO explicita € suficiente para a compreensio
de seu comportamento quando aplicado a EAD's lineares com coeficientes constantes, e
experimentos numericos tém favorecido metodos que sdo L-estaveis para EAD's de indice | e
EAD's semi-explicitas de indice 2 e 3. mesmo que os valores iniciais nao sejam exatos [6].
Resultados de ordem e de convergéncia de varios metodos RKI para EAD's lineares com
coeficientes constantes de indice arbitrario. nio lineares semi-explicitas de indices 1 e 2 e
totalmente implicitas de indice | uniforme podem ser obtidos em [1], [2], [4]. [5], [6], [7]. [8].
[9].[10] e [12].

Um metodo RKI aplicado a um sistema semi-explicito de EAD's ndo lineares de indice 1 da
forma:

X' =fxy.1]
0=g[x.y.t]
resulta no sistema de equagdes, que € resolvido para as derivadas de estagio Xj,Y; -
X, =x,,+h) a.X’
X{ = fx;,y;.t,; +c;h) o ; n
0=g(x,,y,,t,_, +ch) onde .
s ) }'. = yn—l +hzainJ,
1=1
para F1,---.s

e a solu¢do numérica avanga segundo:
S
Xy = Xp_p + h Z b X|

=1

S
Yo = Yn-1 T hz By,

1=1
Outra forma de definir o metodo e calcular x; de forma analoga a apresentada acima.
calculando-se entretanto os valores de y; de modo a satisfazer a restrigdo algébrica para todo i
[sto garante a mesma precisio que a obtida na resolucdo de EDO's. Tanto deste modo como
para metodos com a, = b, [ para i=1,..s] a ordem de um RKI para as EAD's. de estrutura
analoga a apresentada, ¢ igual a ordem obtida na resolugao de EDO's
Neste trabalho, os resultados de ordem e de convergencia de um método Runge-Kutta
Implicito (RKI) do tipo Lobatto modificado. proposto para a resolugio de EDO's, sio obtidos
atraves da manipulagdo de fungdes polinomiais semelhantes as propostas em [11] utilizando a
computacao algeébrica. A L-estabilidade do método de 3 estagios e a ordem h3 sio fortes
indicativos da possibilidade de utilizagao destes métodos a resolu¢@o numerica de EAD's

lDepartamento de Engenharia Quimica. Bl . K. Campus Santa Ménica. UFU. CP 593. Uberlandia
5 38400-901-MG ( Em Programa de Doutoramento - PICD/CAPES)
~Programa de Engenharia Quimica/COPPE/UFRJ- CP683503-Rio de Janeiro. R.J

21945-970- FAX:55-021-290-6626- E.-Mail-COQ 10006 ‘@ UFRJ
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2.Descriciio do método proposto
Seja o sistema autonomo de equagdes diferenciais ordinarias:
dy(t)
= = fly(t)] com y(t;) = y;
nointervalo : t; <t < t;,; =t +h (2.1

1
onde: y(t) e " t = Ref: RxR" —» N°

m

Reescrevendo a Eq.(2.1) em termos da variavel x =(t-t,)/h. onde h é o passo de integragao e
considerando apenas o caso escalar:

dy(x) l
):ix :ht[y(x)] com y(0) =y, (2.9
no intervalo = 0 < x < |
a solu¢ao desta equagao no final do intervalo, pode ser expressa na forma:
1 |
dy(x) ey dic %
Yi+l = ¥ + J‘{ ™ }dx =y + hjf[y(x)]d.\ (2.3)

0 0

A funcdo fly(x)] na Eq.(2.3) e aproximada por uma interpola¢do polinomial estendida de
Lagrange usando o seu valor em x = Xg: X=X, (com 0<x, <l parai=1---n)jex, =1
e o valor de sua derivada em x=1. Os pontos internos de interpolagdo x; sio as raizes do
polindmio de Jacobi, Pl‘l“"“(x). coma=2ep=1.

d[y(n+3)(x)] n+l

n-1

r = le(x)Kj+vaT(x) (2.4)
X j=0
onde:
n+1 d y("+3)(x) N
pNT(x):n(x—x_]):x(x~l)pf,"”(x) . KJ:%—H th[)’( 3)(’(1)]
=0 : i\,
e Ij(x'): Pt (%)

(x—x!)p\-«[ (x,)

- . . a - i 9 S . ~
Na expressdo acima o polindmio de Jacobi, pf“'”(x), e normalizado de forma a apresentar o
coeficiente de x"= 1. sendo gerado atraves da forma recursiva:

P (%)

v
in

Pl (x) =

sendo: P\ (x) = Z:(—l)"'y_lxJ
1=0
(n+1-j)(n+j+3)

Yo=1 e v. = - . V. ara j=1,..., n
i 0 ] _](J-f’l) -1 P J
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DeﬁnindO‘

jl (€)de J (8)dE
£=0 z=0
B dlj(x)l _ dpar(x)
) dx | dx |,
Xk Nk

As Eq. (2.5.a) e (2.5.b), abaixo. descrevem, respectivamente, o valor da aproximacdo de y no
ponto X, e o valor nulo da derivada do residuo em x=1:

n+l
(n+3)

y y,+ZaM + vd,, para k=1, n+1 (2.5a)

1=0
d‘ (n+3) n+l ) X
a2y ™I (x) ( —ZAnm o :h‘[ , dfd(j)} h{%} K, (2.5b)

1=0

M+l M+l

Para n=1, ( %)= x=0.4. logo x,=0,4, resultando na aproximagao
- (x=0.4)x-1) x(1=7 X(x-0.4
dy (x): )y (KXZO0M) o vx(x=0.4)(x— 1)
dx 0.4 0.24 0.6 i

e no algoritmo descrito pelo sistema de equagdes abaixo:

3 25 8 3 |
*K()“—K1+_K:*% :hdf(y | K,

2 6 3 5 dy [ :

13 11 4 16

(4) - » ¥

F(0,4)=y. . = + —K, + —K, - , * 2.6
y )= Yicoa =Y, 75 0 a5 ! 225 2 1875" ( )

1 25 2 1

MNPy =v. . =v. + —K, + —K, + ZK, -—v
Y =yia =y, 127" 3 ' 9 ! 60

onde: K, =hf(y,), K, = hf(yios) e Ky=hf(y.)

=3 X = D —
Este algoritmo admite a fungdo estabilidade :n(Ah) = 3K 24% - 60

2 - 92 + 361 - 60
apresenta as propriedades |u(Ah)| < 1 e lim |[pu(Ah)l = 0 o que assegura,

que

h—>—o

respectivamente. a A-estabilidade e a L-estabilidade do método

A ordem de precisao ¢ determinada pela expansio em serie de Taylor do erro de discretizagao
local. atraves de fungdes polinomiais semelhantes as propostas em(11].,

que consiste em
aplicar o algoritmo, descrito no sistema (2.6), a equagao diferencial:

dy(t) m

= - |y(t) aram = [, 2,

dt ] p @7
nointervalo: t; <t <t =t +h comy(tj) = y; = 1
cuja solugdo analitica no final do intervalo ¢ dada por
e para m=1|
1
Ve = — . param > | (2.8)

[1+(m-l‘)h]ﬁfﬂ
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resulta em:

K, =-h
Ky=-h (Y.m.-s)
m (2.9)
KZ =-h (y|+l)
5 ) 2m-1 S 125 40
v=—h"m -—h+—K, -—K,
3 (Y1+0A> B 18 1 9 2

que substituidas nas defini¢des de y ..o, ey ,.,, de (2.6). resulta no sistema de equagdes nao-
lineares:

Yisoq — 1 19 41 m 188 m 16 2m-1
T s sl - gl oo
Yia =] _ 1 125 m 8 m _L I 2m-1 -

" __g_m[yluu] _2—7D’.+1] Séhm[.\wl] [

As expansoes em series de poténcias da solu¢do numerica em t, +0.4h =1 _,, e em t;+h=t,

1
sao expressas segundo

Y(Yiv0a) = Yipps =1+ Za‘h‘

(2.11)
Y(tin) = Y 5]+Zbihl
=1

Os coeficientes a, e b, sdo calculados substituindo as expansoes (2.11) no sistema (2.10) e
igualando os termos equipotentes de h em ambos os membros das equagoes. A estrutura das
equagOes resultantes ¢ sempre explicita e linear no coeficiente que esta se determinando.
obtendo-se assim a solugdo exata do sistema sem se recorrer a solugdes numéricas
aproximadas. Toda a manipulag¢do algebrica necessaria a implementagdo deste procedimento €
feita atraves de um pacote de computacao algébrica. Os coeficientes da expansio da solugio
numerica, de m=1 a m=4, sao comparados com os correspondentes coeficientes das expansoes
das solugdes analiticas, observando-se uma total concordancia entre 0s mesmos até o termo de
5% grau de h, permitindo concluir que o metodo € de quinta ordem.

A extensao do algoritmo a EAD's semi-explicitas da forma:

dy(t)
—_ = f
dt [y(®). 2(1)] (2.12)
gly().z()] = 0
nointervalo't, <t<t,_, =t +h com vit,)=y, ezt )=z  sendo gly,.z,)=0

(condi¢ao inicial do intervalo consistente)
da-se atraves de:

I<l =h f( yn().-l 'ZHUA) com g(yl'u.-l i ZH—O.4 ) =0

K, =hf(y.,.z.,) com gy,.;.2,,)=0
3 2 3 cf(y, of (y,
2K -2k, 8K, 23y p| EY 2k, - 202
2 6 3 ° 8 cy cz .

[MK Lo } -
= 2 - 3 =
Y ez Vitl-Zis]
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1 * Yi-04 €Y,;., sdo obtidos a partir de
4

expressoes analogas as apresentadas em (2.6).

No caso escalar, obtém - se um sistema nao - linear de 8 equagoes e 8 incognitas [y,,w‘

Zitoas Yiels Zims KjU Ky Ky e V]
3.Conclusiao

Apresenta-se neste trabalho uma nova familia de metodos de Runge-Kutta implicitos, sua
caracteristica mais notavel ¢ a simplicidade de sua geracio, evitando a manipulagio algebrica
exaustiva resultante das equa¢des de ordem . demandando apenas a determinagdo de raizes de
polindmios ortogonais sobejamente conhecidos e a derivacdo e a integrag¢ao de polindmios
interpoladores. Apesar destes metodos terem sido originalmente desenvolvidos para resolug¢ao
numerica de EDO's. sao de facil extensio a EAD's Além disto. a propriedade de L-
estabilidade dos metodos e a relativa facilidade de determinagdo de sua ordem. os tornam
especialmente adequados ao desenvolvimento de codigos computacionais para a resolucao de
EAD's semi-explicitas. O metodo com n=1 ¢ apresentado. visando ilustrar tais caracteristicas.
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METODOLOGIA DE DISCRETIZACAO EXATA

MURCIA, Sonia R.D. - UNESP/GUARATINGUETA
OLIVEIRA, A. Marmo - ITA/S. J. dos CAMPOS

L. INTRODUCAO

Este trabalho visa a obtengdo de esquemas em diferengas, que possibilitem a

resolucdo de problemas de maneira discreta, com valores exatos nos nos da rede de
discretizagao.

Trabalhando-se com uma classe de splines que denominou-se splines ponderados,
pertencentes a um espago de Hilbert £ e com distribui¢do @, pertencentes ao seu dual &', do

tipo @, =Y ¢, 8, definiu-se um spline ponderado ¢, como sendo um representante em & de
@, isto é: (®,¥)=(¢|¥),, onde ( , ) indica a dualidade entre & e &' e ( ] ) um produto
interno em & .Em particular, adotando-se £ como sendo um espago de Sobolev, associado a

um operdor linear L dado, estabeleceu-se que os splines ponderados desejados 550 do tipo
o, = 2 ¢,E,, onde os Ep sdo solugdes elementares do operador L* L, sendo L* © adjunto

formal de L.
Como ¢ de interesse estudar diferengas finitas, considerar-se-a a seguinte parti¢io:

{x_n,x_n+l,---,xo,---,xn_,,xn} dareta R
A fun¢do w(x) assumira os valores nodais y(x) ; de maneira analoga, havera uma
distribui¢do @, associada a esses valores nodais, isto €, esta-se interessado nas distribui¢oes
@, associada a esses valores nodais, tais que:
n
<(Dn’w> = ZCJ W(xj)
=0
onde Xj pertence a parti¢do considerada.

Pelo teorema da representagdo de Riesz(2), para cada ® €& existe um unico ¢ €k,
tal que:

(@, v)=(dlv), e
|l =lol

Consequentemente, a correspondencia Y:£ — &' talque Y(¢)=d ¢é bijetora e
continua e, portanto constitui um isomorfismo.

I3
>

II. CONCEITOS FUNDAMENTAIS, DEFINICOES E TEOREMAS
Teorema 1

O operador Y aplicado a ¢ sera expresso por:
Y(¢) = > (-1)'D’[a? D(¢)]
=0
Corolario
A distribuigdo @, procurada ¢ determinada por ¢, que satisfaz a equagao:
_ZO(—I) D'[a? DY(9)]= Z¢,5,
J= =n
onde os Sp sdo distribuigdes de Dirac.
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Definicao 1

Como os ¢ podem em determinadas situagdes serem associados a massas
concentradas, serdao chamados "Splines Ponderados". Devido a simetria de Y , para cada
particao dada o R e para ada distribuigdo y €&, resulta que:

(Y(9).y)=(Y(y).0)=Zc,y,
Pode-se observar também que, se

L‘L(cb)z,_%cpép e L(¢)= Ta, Do)

=0

¢ a equacég anterior. Por isso, diz-se também que ¢ € um spline ponderado associado ao
operador L L.

Teorema 2

SeEp(3) ¢ tal que Y(Ep) =98, entdo o splines ponderado associado a Y € dado por:
¢=2cE,

Como nem sempre € facil achar uma solugdo elementar E, de Y , ver-se-a na
sequéncia um caminho intuitivo para a construgdo de sp/ines ponderados.

IL1 - CONSTRUGAO DAS DISTRIBUICOES ¢,, BASICAS
1 - Convolugées de pulsos unitarios

A construgdo de tais fungdes ¢, pode ser feita por meio da convolugdo de fungdes
pulso como mostra o teorema 3.

Teorema 3
Se  ¢,(x)=3"[s.(p)] n>1, entdo
(@) ¢ m(x)=0,(x)*¢,(x) nm=1

2 - Diferencas da funcio Qn(x)

Existe uma outra maneira de se construirem as fungdes ¢ . Elas podem ser obtidas
como diferengas de ordem n da poténcia H™ da distribui¢do de Heaviside.

Teorema 4
Se Q =H™, entio ¢ =4 (Q,)
Observagao:
Das defini¢des anteriores também resulta que:
(a) Q..=Q,*Q,
(b)  A,.(Q,*Q,)=24,(Q,)*4,(Q,)

As derivadas das distribuigdes ¢_ apresentam uma propriedade importante que as
ligam com os operadores de diferenga A , como sera mostrado a seguir.
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Considerando-se os splines ¢,, definidos nos itens anteriores, serio validas as
seguintes propriedades:

vy
(b)  f6,(:)]=.6,)
(c) d‘i [6,(:)]=a,(5..0)

Definicao 2

Dado um operador linear L, diz-se que uma distribuicdo , (se existir) gera um
esquema de diferengas de ordem n para L, se

(o, L(w)=4,(u) |
Definicao 3

Seja v uma distribuigdo, isto é, v € D’ beD e x , € RN, entdo, podem-se definir
o0s seguintes operadores:

T.[6(y)]=¢(y-x) vyeRn
o*(y) =[(y)] = o(-y)

e a convolugido

(v 6)(x) =(w,T,0)

Em particular,
(we w(0)=(w,u")
Teorema 5

Seja L um operador linear de D em C*. Se L ¢ permutavel com * | isto ¢
[L(u)] =L(u"),
entdo, para toda distribuigdo v = D', tem-se que:
(L(w)+ u)(0) = (w, L(u)

Teorema 6

n

Os splines ¢, geram esquema de diferengas para L =

Teorema 7

Se ¢, e v, geram esquemas de diferencas para L e T, respectivamente, entio
¢, * v, gera um esquema de diferengas para M= LoT.

Demonstragio: Por hipotese tem-se que:
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ou seja, ¢, *y_ gera um esquema de diferencas de ordem m+n para M=LoT com
operador de diferengas A_*6_.

Pode-se ainda definir inimeros splines tais como: trigonométrico, exponencial,..., etc.
(4) e obter através do teorema 7, splines associados a um vasto numero de operadores.

III - APLICACAO DA METODOLOGIA

Neste paragrafo foram usadas as fungdes (¢, ), a fim de se obterem esquemas em

diferengas finitas para problemas de contorno. O objetivo em si ndo é s6 o de obter a solugdo
do problema, mas o de exemplificar a metodologia exposta nos paragrafos anteriores.

Para isto, sera considerado o problema da determinagio da linha elastica de uma viga
de Euler-Bernoulli, sujeita a um carregamento distribuido f(x). Trés das condigdes de

contorno comumente encontradas serdo consideradas: engaste, apoio simples e balango.

Como se sabe, a formulagao matematica para tal problema ¢ expressa por:

d‘u

=f(x
dx* (x)
condig¢besde contorno

Operando-se na equagdo do problema com (¢, )n tem-se:

d*u
(82 (00 )= . (00)
Para o caso da viga biengastada, trabalhar-se-a com o seguinte conjunto de fungdes:
A={(07.(0% (0.7 (0.5, .

isto €, calcular-se-a (I,) nos pontos interiores usando-se os splines (02),,(04),0.(4) , €
nos pontos i =1 e i = n-1, vizinhos da fronteira do intervalo [0,/], usandos-se splines (d)f)1 e
(d)f) .» 0s quais s3o obtidos por combinagdo linear dos splines basicos definidos proximos a

n-

fronteira, satisfazendo as condi¢des de contorno.

: d*
Pelo teorema 6, o esquema de diferengas ¢ obtido calculando-se <(¢ Vs l:>
" dx
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d4
O funcional (Il )]E = < ((114) ,u(x)> gera o seguinte esquema
X
18u, = %u, +2u,; ; 1=1
()" ={u,_,—4u_ +6u —4u_ +u_, ;i=23 n-2

2u, ,-9u_,+18u_;i=n-1

Para os casos da vida biapoiada e em balanco os calculo sio analogos e as principais
linhas das matrizes de rigidez para os trés casos estdo condensadas na tabela abaixo.

Configuragées nodais diferengas
internas e contorno linhas da matriz
Uiz | Ui U | Ui | Uia | Ui .
de rigidez
nos internos li
‘ | 4 6 4 1 0 inhas para
-2 0-1 1 i+l i+2 nos internos
engaste
! : : 18 -9 2 0 12 linha
“l 1 1+ 1+2
-4 6 -4 1 24 linha
apo1o
P I S 5 4 1 0 12 linha
A 1 i+1 1+2
1-1
-4 6 -4 1 22 linha
12 linha
bal
T 1 -2 1 0 0
-1 1 1+1 2
-2 5 -4 1 0 22 linha
IV - CONCLUSAO

Comparando-se os resultados obtidos pelos esquemas de diferencas derivadas dos
métodos projecionais, deste trabalho e esquemas de diferencas tradicionais, pode-se notar que
na parte correspondente ao interior do dominio os esquemas sio semelhantes, mas diferem
para elementos afetados pelas condigdes de contorno. Os resultados da tabela acima sio
projecdes exatas do operador associado ao problema.

E importante destacar que a metodologia exposta nesse trabalho foi ampliada para o
caso bidimensional (4) a qual pode ser aplicada a problemas mais complexos.
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