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Resumo

Apresenta-se a assim chamada equacdo de
Langevin fracionaria generalizada, para uma
particula de massa unitiria, no caso em que
nao hd um campo deterministico. As derivadas
fraciondarias sao consideradas no sentido de Ca-
puto e a solugao da equagao é obtida através
da metodologia da transformada de Laplace.
Como casos particulares, recuperamos alguns
resultados recentes.

Introducao

Nos dltimos dez anos tem havido um con-
siderdvel crescimento no numero de processos
envolvendo difusdo andémala [13]. Estes
processos ocorrem em inumeras areas do
conhecimento como, por exemplo, na Biologia
[6, 10] e na Fisica [1, 3, 12].

Em um recente trabalho [16] uma funcao
de Mittag-Lefler foi introduzida no estudo
da equacao cinética, deslocamentos aleatérios
e difusdao anémala. Outro recente trabalho
[20] mostra a solugdo analitica da equagao
de Langevin associada ao problema de uma
particula harmonicamente confinada. Os mes-
mos autores [21] apresentam e discutem a di-
fus@o andomala induzida por uma fungdao de
Mittag-Leffler correlacionada a um ruido, na
qual os autores apresentam alguns casos par-
ticulares que caracterizam o ruido. Além disso,
de acordo com o valor do expoente da difusao
anomala, sdo mencionados os casos de subdi-
fusao e superdifusao. Também neste trabalho
sao citados alguns artigos nos quais a teoria

foi aplicada com sucesso. Mencionamos ainda,
que a difusdo anémala desempenha um impor-
tante papel no estudo do conhecido problema
da equacao de onda e da equacao de reacao-
difusao [8].

Uma forma natural de se estudar a difusao
anoémala ¢é através da equacao de Langevin
generalizada [14]. No referido artigo os au-
tores mostram como o comportamento de longo
prazo do deslocamento médio quadratico, para
os sistemas descritos pela equacao de Langevin
generalizada, dependem das propriedades da
funcao de correlacao e do nicleo de memoria.

Aqui estudamos a versao fracionaria da
equacao de Langevin generalizada na auséncia
de um campo deterministico!. Este trabalho
estd disposto da seguinte maneira: Na Segao
1 apresentamos alguns resultados associados
a cléssica equacao de Langevin generalizada,
incluindo a metodologia da transformada de
Laplace, a qual é utilizada para obter a solucao
em termos da funcao de relaxacdo. Na Secao
2 introduzimos a versao fracionaria da equagao
de Langevin generalizada, recuperando os re-
sultados da Secao 1, como casos particulares.
Na Secgao 3 utilizando uma fungao de correlagao
especifica obtemos a correspondente funcao de
relaxacao. Na Secao 4 apresentamos nossos
principais resultados, ou seja, calculamos ex-
plicitamente os nicleos em termos da funcao de
Mittag-Leffler generalizada, que nos permite,
por exemplo, obter as variancias. Por fim apre-
sentamos nossas conclusoes.

'Uma discugio mais detalhada pode ser encontrada
em [9].
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1 Equacao de Langevin Gene-
ralizada

Nesta secao apresentamos a classica equacao de
Langevin generalizada (ELG) e sua solugao em
termos de uma funcao de relaxacao que carac-
teriza o processo fisico, obtida através da trans-
formada de Laplace.

A abordagem classica, conhecida como teoria
de Ornstein-Uhlenbeck (ou Einstein-Ornstein-
Uhlenbeck) do movimento Browniano foi ini-
cialmente apresentada por Langevin, enquanto
que a difusdo usual e o movimento Browni-
ano estao associados a equagao de Langevin.
A equacao de Langevin cldssica e sua gene-
ralizagdo, foram revistas com um tratamento
fracionario ha alguns anos atras por Mainardi-
Pironi [11]. Neste trabalho os autores discutem
a equagao de Langevin associada apenas a ve-
locidade. Para discutir a equacao de Langevin
associada ao deslocamento é necessario efetuar
uma integracao em relacao a variavel temporal.

A ELG, na auséncia de um campo deter-
ministico, é dada por

D22() + [ u €)@ ag = F) (1
0

com Dy, = d/dy na qual y = ¢,&, e pu(t)
¢ o nicleo de memoria dissipativa e F(t) é
uma forga aleatéria. Consideramos a equagao
(1) com duas condigoes deterministicas, isto é,
x(0) = xg, condigao inicial, e £(0) = vy, veloci-
dade inicial da particula de massa unitaria.

Para resolver a equagao (1) introduzimos a
transformada de Laplace. Utilizando o teorema
da convolucao podemos escrever

[+ si(5)]2(s) = wols + i(s)] +vo+ F(s) (2)

na qual Ji(s), Z(s) e F(s) denotam, respecti-
vamente, as transformadas de Laplace de p(t),
x(t) e F(t), e s é o parametro da transformada
de Laplace.

Introduzindo a funcdo de relaxacdo, H(t),
como sendo a transformada de Laplace inversa,
i.e.,

~ 1

H(s) = T (s (3)

podemos escrever

2(s) = H(s){xo[s + fi(s)] + vo + F(s)},

cuja respectiva transformada inversa é dada
por

x(t) = xo + voH (t) + /0 H(t—¢&F(§)d¢

a qual pode ser reescrita na seguinte forma

£(t) = (x(t)) + /0 H(t— F(E)de (4)

onde denotamos (z(t)) = xo + voH(t).
A derivada primeira da equagao (4) é dada
por

i(t) = (1)) + /0 Wt - ©F(©)de (5)

na qual (i(t)) = voh(t) e a fungio de relaxagao,
h(t), é a derivada de H(t), i.e., h(t) = H(t).

Desta forma, temos

~ 1
"= e

com as condicoes H(0) =0 e h(0) = 1, obtidas
através das equacgoes (4) e (5).

Novamente, com auxilio das equagdes (4) e
(5), podemos discutir as equagoes explicitas
para as varidveis associadas a equagao (1), em
particular a difusdo andémala e a distribuicao
de probabilidades [14].

sH(s)

2 Equacao de Langevin Fra-
cionaria Generalizada

Existem varias maneiras de se explicar
fenéomenos envolvendo difusdo andémala, em
particular, estendendo a definicio de en-
tropia na estatistica convencional de Gibbs-
Boltzmann bem como, através da equacao de
Fokker-Plank com derivadas fracionarias ou
com coeficientes associados a difusao variando
no tempo.

Aqui, nesta secdo, seguindo a via da gene-
ralizacao fracionaria, apresentamos e discuti-
mos a assim chamada equacgao de Langevin
fraciondria generalizada (ELFG), considerando
a metodologia da transformada de Laplace de
maneira similar a feita para a ELG na segao
anterior.

A ELFG, versao fracionaria da ELG, é
definida por

Dga(t) + /0 ult — € Dlr(€)de = F(t)  (6)
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coml <a<2e0< <1 O operador D
denota a derivada fracionaria considerada no
sentido de Caputo.

Aqui z(t) representa a posigdo de uma par-
ticula, u(t —t') o nicleo de memdria dissipa-
tiva o qual é tomado de maneira similar ao uti-
lizado em [21], i.e., em termos de uma fungao
de Mittag-Leffler? e F(t) é uma forca gaussiana.
Tomando os limites o« — 2 e § — 1, os resulta-
dos envolvendo a ELG sao recuperados.

Por outro lado, em um recente trabalho
[17] foi apresentado uma classe de ELG com
derivadas fracionarias, também no sentido de
Caputo. Os autores discutem um sistema en-
volvendo processos de difus@ao com uma funcgao
de correlacao de dois tipos: a exponencial, a lei
de forca e os termos associados ao campo de-
terministico iguais a zero, ou seja, a equagao
(6) para o caso em que 0 < a < 1l e 8 =
1. O mesmo autor [18] discute a equagao
de Langevin fracionaria com a derivada fra-
cionaria no sentido de Riemann-Liouville. Ele
compara estes resultados com os obtidos em
[17] considerando o termo deterministico como
sendo nulo. Foi discutida recentemente [21], a
difusdo anémala induzida por uma funcao de
correlagao de ruido como sendo uma funcao
de Mittag-Lefler. No trabalho os autores
obtém a expressao exata para os valores prin-
cipais, variancia e coeficientes de difusao para
uma particula em termos da funcao de Mittag-
Leffler de dois parametros e suas derivadas.
Mencionamos que a equagao discutida naquele
trabalho é uma ELG, ao contrario da equacgao
apresentada em [18], que é uma ELFG.

Aqui, discutimos as solucGes analiticas
da equagao (6) através da transformada de
Laplace. Desta forma, aplicando a transfor-
mada de Laplace na equagao (6) e utilizando a
relacdo que envolve a tranformada de Laplace
e derivadas [7], obtemos

[s%+s°1(s)]z(s) =

= s Lo + s 2vg + 2057 i(s) + F(s)

que para « = 2 e 3 = 1 recupera a equacao (2).
Introduzindo a funcao de relaxacdo, H(t),
podemos escrever a equagdo anterior na

2Como o ruido estacionério é exponencialmente cor-
relacionado parece natural propor uma generalizacao
utilizando a fungdo de Mittag-Leffler.

seguinte forma
#(s) = H(s) {%[sa + $Phs)] + vos® 2 + ﬁ(s)}

cuja transformada inversa, denotada por
£ f(s)], pode ser escrita como

z(t) = zo+vo Lt [ﬁ(s)so‘_ﬂ +g71 [f[(s)ﬁ(s)} .

Utilizando o teorema de convolugao, associado
a transformada de Laplace, obtemos a solucao

z(t) = zo+

+vL™! [ﬁ(s)sa*ﬂ + /O t H(t — &)F(£)d¢

onde H (s) é a transformada de Laplace da
fungao H(t). A partir deste ponto devemos
distinguir uma func¢éo de relaxacao particular.

Como j4 dissemos anteriormente, para o = 2
e # =1 os resultados associados & equagao (1),
bem como suas consequéncias, sao mostrados
em [17]. Estes resultados sdo generalizagoes no
sentido em que, consideramos sua versao fra-
ciondria e tomamos o modelo de funcao cor-
relacionada como sendo uma funcao de Mittag-
Leffler conveniente, ou seja, a cldssica funcao de
Mittag-Leffler com um parametro, como con-
siderado em [21].

3 Uma Funcao de Correlacao
Particular

Nesta secao explicitamos o calculo dos nicleos,
H(t) e h(t), que aparecem nas expressoes en-
volvendo varidncias [13], supostas na forma

0ee(t) = kpTI[2I(t) — H*(t)]
ow(t) = kpT[l—h%(t)]
ow(t) = kpTH(t)[1 - h(t)] (7)

onde
10 = [ acne),

kp é a constante de Boltzmann e T' é tempera-
tura absoluta do meio [14].

A equagao (7) representa um sistema em es-
tado de equilibrio, as funcoes p(t), o nicleo de
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memoria dissipativa e C(t), a funcdo de cor-
relacao, sao relacionadas pelo conhecido teo-
rema de flutuagao-dissipagao [14]

C(t) = kp T p(t).

Aqui, consideramos o caso no qual o nicleo
de memoéria dissipativa pode ser escrito da
seguinte forma [21]

_ A A

u(t) = mEN=(t/7)7]/7 (8)
com 0 < A < 2. Temos que u(t) deve ser
determinado por um mecanismo dinamico as-
sociado ao processo fisico. FEj)(:) é a fungao
de Mittag-Leffler de um parametro?, vy é uma
constante que depende de X mas nao possui de-
pendéncia temporal e 7 é a memoria temporal
caracteristica. O caso particular para A = 1
estd associado com o processo de Ornstein-
Uhlenbeck padrao [2]. Utilizando a expressao
(8) a fungao de correlagao pode ser escrita como

C(t) = Co(\)TExl=(t/7)"]

onde 7 age como uma memoria temporal ca-
racteristica e Cy(A) = vy kp T é o coeficiente de
proporcionalidade dependendo do parametro A.

Procedendo de maneira andloga a feita na
Secao 1, utilizando o nicleo de meméria dissi-
pativa dado pela equagao (8), podemos escrever
a respectiva transformada da seguinte forma

R SA—l

[i(s) = NI Pn

9)

a qual fornece a transformada de Laplace cor-
respondente & funcao de relaxagao

~

H(s) = Ho(s) + Hi(s) (10)

com ]?Il(s) = T_)‘S_Aﬁo(s) na qual 1':‘\[()(8) é
dado pela seguinte expressao

S)\—a

) = S o T (1)
(11)
que para o = 2 = 20 recupera os resultados
obtidos em [21].

3 A funcéo de Mittag-Leffler cldssica, para 0 < A < 1,
é uma funcao estritamente monétona e para 1 < A < 2
pode ser decomposta em uma funcdo completamente
mondtona somada a uma contribuicdo oscilatéria [19].

4 Nucleos e a Funcao de
Mittag-Leffler Generalizada

Nesta tltima segao, utilizando a equagao (11)
obtemos os niicleos necesséarios para se calcular
as variancias. Todos os resultados sao apresen-
tados em termos da funcao de Mittag-LefHer
generalizada, ao contrario da notacao utilizada
em [21] no qual os autores apresentam os re-
sultados em termos da derivada da funcao de
Mittag-Leffler de dois parametros®.

Devemos agora calcular a transformada de
Laplace inversa da equagao (11). Para tanto,
utilizamos a definicado da transformada de
Laplace para escrever

ap—p
ﬁ—lEP ay] — S
£[t a,ﬁ(at )] (SO‘ . a)p

na qual (p)r é o simbolo de Pochhammer,
definido por (p)p = 1,

() = F(ﬁ(;)k)

Re(s) > 0, Re(B) > 0, a € C, e Jas™| < 1.
Desta forma a correspondente transformada in-
versa é dada por

= plp+1)---(p+k—1), (12)

2_1 Sapfﬂ
(s —a)

Utilizando a equacao anterior e a série
geométrica podemos escrever a seguinte relagao

] — 1PIEL (at®).

o [
s*+AsP+ B
(13)
oo
_ a— _ A\rpla=B)r pr+l _
= 1@ PZ( A"t Et N gy (—BtY)
r=0

na qual Re(a) >Re(f) > 0 e Re(p) > 0.

Para calcular a transformada de Laplace in-
versa da equacao (11) utilizamos a relagao dada
pela equagao (13) e obtemos, parav = a—(+1

(14)

o

— YN L
=Y (- R) eEEL, [/

r=0

1A relacdo entre a funcdo de Mittag-Leffler genera-
lizada e a derivada da funcao de Mittag-Leffler de dois
pardmetros pode ser encontrada em [9].
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Procedendo como anteriormente temos

SV H ()] = (t/7) 2 T

=
~—
~~
N—
Il

(15)

oo
§a) r v 1 A
< (- B) OB i [0

Por outro lado, para obter o nucleo h(t) a
transformada de Laplace inversa é calculada da
seguinte maneira

ho(t) = £ ' [sHo(s)] e hy(t) = £ [sHy(s)]
entao obtemos h(t)

ho(t)+h1(t). De maneira
similar, sendo A = (=2

(—T—ﬁ)rt’” temos
a—2 - r+1 (_t))\
ho(t) =t 2> AEL: —-| (6)
r=0

t)\—l-a 0

hi(t) = AEH!

A +a+1+vr

A
T r=0
ondev=a—(+1.

Finalmente, por integragao, obtemos I(t) =
Io(t) + I1(t), onde

h@zAM%wz (15)

vr ror+1
t E)\,a+1+1/r

e S (2 s o]

L) = (t/7) ¥ (19)

o0
YN\ or el
X Z (*7.—,\) BN Nat14ur

r=0

—(t/m)?]

comv=oa—0F+1.

As equagoes (14)-(19), generalizam os resul-
tados obtidos em [21]. Com estes ntcleos pode-
mos obter a evolucao temporal do valor da
posicao, (x(t)) = zo + voH(t), e a velocidade,
((t)) = woh(t), assim como as varidncias dos
processos, a partir das equagoes (7).

5 Conclusoes

Apresentamos uma extensdo da cldssica ELG,
permitindo que as derivadas de ordem inteira
da equacgao original possam assumir valores
fraciondrios e recuperamos recentes resultados.

Mencionamos que o trabalho [15] apre-
senta uma generalizagdo fraciondria para a
equacao de Langevin, porém como um modelo
dindmico da memodria observada na série
temporal num problema advindo do mercado
financeiro, sendo a derivada no sentido de
Riemann-Liouville. Um tratamento similar
envolvendo a derivada fracionaria no sentido
de Caputo sera apresentada em um artigo em
elaboragao [4].

Uma continuacao natural deste trabalho é
discutir a ELFG associada a uma particula
que sobre a influéncia de uma forga aleatdria
modelada por um ruido Gaussiano colorido e
um campo externo proporcional ao desloca-
mento [5].
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