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Resumo: Trata-se de novas dedugdes da equacéo da onda bem como da férmula de Kirchhoff
para a sua solucdo em meios sem fronteiras. Os métodos apresentados sdo susceptiveis de se-
rem Uteis ndo apenas no desenvolvimento da teoria ondul atéria.

1) Introducéo

Este trabalho contribui de duas maneiras no estudo do fendmeno ondulatério, apresentando
deducdes originais da equacdo da onda e da solugdo segundo a formula de Kirchhoff.

Para expor o método de obtencéo da equacdo da onda, consideramos um problema bidi-
mensional: a membrana vibrante. A contribuicéo reside no fato de a deducédo néo se basear em
um sistema de coordenadas particular. 1sso contrasta com as deducfes encontradas na literatura
(e.q., referéncias [2] e [3]), que privilegiam as coordenadas cartesianas. Vantagens do método
apresentado sdo a sua simplicidade e o insight proporcionado.

Quanto a formula de Kirchhoff, sabemos que ela fornece a solugdo da equagdo da onda em
meios sem fronteiras (todo o R"). Uma demonstragdo construtiva da mesma, entretanto, € difi-
cilmente encontrada na literatura. No ]R3, a prética rotineira consiste em enunciar a férmula e
entdo verificar que ela de fato fornece a solucéo (e.g., referéncias [8, Eq. (5,12)], [10, Sec. 9.2,
Eq. (3)] e[11, p. 286, lema5.3]). Jaaférmulavaidano R? é sempre obtida pelo método idea-
lizado por Hadamard, descendo-se uma dimensdo a partir do caso tridimensional (e.g., referén-
cias[4], [8, Eq. (13,12)], [10, Sec. 9.2, EQ. (19)] e[11, p. 289]). Pois bem, neste trabalho, resol-
vendo a equacdo da onda em duas e trés dimensdes, deduzimos a formula de Kirchhoff.

A Secédo 2 contém a deducdo da equacdo da membrana. A Secéo 3 apresenta a deducdo da
formula de Kirchhoff. A Sec&o 4 acresce comentarios finais, encerrando a exposi ao.

2) A membrana vibrante

Considere uma membrana de forma arbitréria, AZ
que, quando estatica, apresenta-se totalmente contida
no plano xy (horizontal) e esticada igualmente em
todos o0s seus pontos e em todas as direcBes Essa
hip6tese de esticamento uniforme e isotrépico pode
ser entendida como segue:

A Figura 1 mostra essa membrana com um pe-
gueno corte A3 retilineo e de comprimento s, ndo
necessariamente infinitesimal. Mostramos as forgas
oriundas do esticamento que agem nos pontos ao X
longo de uma das margens do corte, as quais, por Figura1
causa daguelas forcas, tendem a se separar mais e
mais. A uniformidade do esticamento implicaque F/s=T = constante em qualquer local da
membrana onde se efetue um corte paralelo. Ja a sua isotropia significa que, num mesmo local,
atensdo por unidade de comprimento T € constante em cortes de todas as direces. (Na ausén-
cia de uniformidade e isotropia, é necessario considerar um corte infinitesimal e o vetor ds ao
longo do mesmo; nesse caso, T depende do ponto 7 da membrana e da diregéo de ds.) Observe
gue T ds é aforca com que a margem do corte € puxada transversalmente.
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Ouitras hip6teses sdo admitidas: (1) aforma da membrana pode ser descrita por uma funcéo
z(x,y,t) que fornece, no instante t, a deflexdo z, em relagdo ao plano xy, do ponto da membra-

na de abscissa x e ordenada y; (2) ela nunca se inclina apreciavelmente (hipétese de pequenas
inclinagdes): 0 médulo do angulo de inclinagéo |@| de qualquer reta tangente em qualquer dos
pontos da membrana € suficientemente pequeno para que seja valida a aproximagdo cosé ~ 1
(e send ~ tan@ , portanto); (3) as vibragdes sdo verticais. Essas sdo hipoteses de restri¢do ci-
nematica (uma limitagdo no movimento da membrana).

Admite-se também que a membrana: (1) sgja homogénea, com densidade superficia
o =dm/dS constante; (2) so possa sofrer a atuagdo de forgas externas que sejam verticais, sen-
do f(xyt)=f(xy,t) €, agrandeza que fornece essas forgas por unidade de érea da membra-
na [por exemplo, f =(-dmg)/dS=-pg se sO agravidade atua). Essas sdo hipéteses de res-
tricio dinamica.

Preliminarmente, para maior clareza dos argumentos adotados na deducéo a seguir, lem-
bremo-nos da definicdo da derivada da funcdo z(x, y,t) = z(F,t) nadirecdo do vetor unitério G
do plano xy bem como a sua expressao que envolve o Vz, validase zfor diferenciavel (o que se
admite):

g(?,t) _lim z(r + hd) — z(r,t) _

— u-vz(rt) .
ou h—0 h

Em particular, se G for um dos versores cartesianos, a derivada direcional sera nada mais do
que aderivada parcial: 0z/08, = 0z/0x, 0z/ 08y = 6z/ oy . Esse fato gjuda no entendimento de
outro aspecto da derivada direcional. Sabemos que [0z/0X] (X, Yo,t) € 0 coeficiente angular (a
tangente do angulo de inclinagZo) da reta tangente a curva de intersecdo do gréfico™ da funcéo
z(x,y,t) com o plano que é paralelo ao plano coordenado xz e passa pelo ponto (X, Y,) do
plano xy (v. Figura2a, naqua r é aretatangente). Analogamente, [0z/0U] (I,t) € o coeficien-
te angular dareta tangente a curva de intersecéo do mesmo gréfico com o plano vertical paralelo
a U epassando pelo ponto r, do plano xy (v. Figura 2b).

0z .,
Ay &(ro’t)=tan9 <>
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Uma derivada direcional particular é a chamada derivada normal. Ela é a derivada ao lon-
go do vetor unitario normal exterior i, geralmente denotada na literatura por 0z/on em vez de
o0z/on . Quando afuncdo z(r',t) = z(X,y,t) descreve uma membrana, € comum calcular 6z/on
em pontos da curva C de projecdo no plano xy da borda A da membrana (freqUentemente

™) Tal gréfico pode caracterizar aforma de uma membrana no espaco.
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A=C, i.e, aborda da membrana encontra-se fixa no plano xy). Nesse caso, 0s vetores
unitérios normais exteriores sdo vetores do plano xy normais a C , como os indicados na Figura
3, nospontos 1, e I, . A derivada [0z/dn](r,t) pode ser interpretada como o coeficiente angu-
lar de uma reta tangente @ membrana, como vimos acima, ou como a taxa de variagdo de
z(r',t), no ponto I = r; do dominio espacia dessafungéo, nadire¢do de i (r7).

Figura3 0 Figura4

Bem, podemos agora, em poucos passos, deduzir a equacdo que descreve o movimento da
membrana. Para isso, considere uma porcao finita qualquer da membrana, 2, cuja margem é a
curva /" (como na Figura 4). Denotemos as projecdes de 2 e de sua margem 7" no plano xy por 4
e K, respectivamente. Seja i = (ny,ny,0) o vetor unitério normal exterior nessa fronteira K de
A. Conforme j& se mencionou, sobre um segmento ds de 7, atua umatensdo marginal de médulo
T ds que é direcionada para o exterior de X e perpendicular a margem /. 1sso, em conjungao
com a hipoétese de pequenas inclinagdes, permite concluir que o componente vertical dessa ten-
sdo éigua a Tds[oz/on] (v. Figura 4). Logo, aplicando em X a 2° lei de Newton na vertical,
isto &, igualando o somatorio das forgas verticais sobre 2 a massa M dessa por¢éo de membrana
multiplicada pela aceleracdo do seu centro de massa, z,,,, obtemos

I fdS+ @ Tdsseng =M ddzgm (¢ como nafiguraacima) . D
>
Mas, pela hipotese de pequenas inclinagdes, temos que
I fdS~ J' f dA @
z A

e, conforme explicado no paragrafo anterior (e indicado na figura), que
#
(f) Tdsseng ~ (f) Tds— = T(ﬁ dsii-vz = TI dAV.vVz =I Tv?zdA , (3
r A A

onde, na passagem (#), usamos o teorema de Gauss no plano. Por outro lado, temos que
2

d?z, d? (1 d
M—2m M — (= | zdm]=— _— zpdA = —dA. 4
dt? dtz(ML ) dtZ(J. J- r j P @)

Logo, substituindo (2), (3) e (4) em (1), obtemos

82
j (f+TVz p—)dA:O,
A ot
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equacdo que, por ser aporgdo X arbitraria (e também a sua projecdo 4 ), sO pode ser satisfeita
se 0 integrando anular-se identicamente, o que nos leva a equacdo da membrana:

V2P 1) — 1%:--f( 0 [c=JTp] .

3) A formula de Kirchhoff

Mostraremos gue a solucéo da equacéo da onda

. 1 6%
O%u(F,t) =V v——26_2=0 (t>0) , (5)
sob as condi¢besiniciais
v(F,00=0 (6)
e
ov ., .
—(r,0) = p(r) , 7
at( ) = p(F) (7

em todo o plano ou todo o espaco (isto é, I e R", com n = 2 ou 3) é dada pela formula de
Kirchhoff :

(P 1) = j p(r') sen=2, ©)
-7 «/ct |r" —
r r
em que aregido de integracdo é aformada pelos pontos 1 taisque |I" —'|<ct, ou sgja, o disco
deraioctecentroem r , sendo dA’ o elemento de &rea desse disco, ou

1
Arc?t

v(F,t) = I ds' p(r) se n=3, 9)
[F—F|=ct
em que a regido de integracdo é a formada pelos pontos i tais que | —F'|=ct, ou sgja, a su-
perficie esféricaderaio ct e centroem 1, sendo dS' o elemento de area dessa superficie.

Convém fazer uma observacgo. E facil verificar que a solugdo de (1?w(F,t) =0 sob as
condigBes iniciais w(r,0) = p(f) e [0w/ct](F,00=0 (com FeR" e t>0) é dada por
w(r,t) =[ov/ct](r,t), onde v(r,t) éasolucéo do problema definido por (5), (6) e (7). Assim,
a férmula de Kirchhoff € suficiente para obter-se a solucdo da equacéo da onda em meios sem
fronteira mesmo sob condig¢des iniciais que sdo ambas ndo-homogéneas, bastando recorrer-se ao
principio da superposic¢éo (cf. [8, Eq. (4,12)] e[11, p. 286, lema5.2)]).

Para demonstrar a férmula de Kirchhoff, dada por (8) ou (9) conforme o problema sgja bi
ou tridimensional, devemos resolver o problemade valor inicial formado pelas equactes (5), (6)
e (7), o que faremos por meio da transformada de Fourier

FloTt)} = (zn)-“’zj d"r 5T u(F 1) = T(K 1) (10)
Rn
Aplicando-a na Eg. (5) e resolvendo a EDO resultante, obtemos
d%v d%v
—K2u(Kk,t) —c 2= e =0> T+(kc) 7(k,t) =0 = w(K,t) = C,cosket + C,senket . (11)

Para determinar as constantes de integracdo C; e C,, tomamos a transformada de Fourier
das condi¢Bes iniciais em (6) e (7), obtendo

7(k,00=0 e %(E,@:g{p(m}zp(ﬁ).

— 448 —



Exigindo que (11) satisfaca essas equagtes, determinamos U(Iz,t) completamente:
7(k,00=C, =0

dv e p(k)
(KO =keC, =B(K) = Cp=-

A solucéo desegjada é a transformada de Fourier inversa desse resultado, que pode ser cal-
culada usando o teorema da convol ugéo:

sen ket

= o(K,t) = (12)

v(F,t)=:5‘r‘{ ‘(k)senkCt}=%p(?)*G(?,t)=%(2ﬁ)‘”’2J‘Rnd”r'p(?')G(F—F',t) [(13)

onde

= _ -1 senkct _ -n/2 i KT senkct -n/2 d K —|kr ékd _I et
G(r,t):éf { ” }—(272') J;d ke T_(Z) J- 5
-n/2

S NGERGI (1)

com

—i k-r . +i ket

Ii(F)sJ‘Rn%d”k . (15)

Neste ponto, devemos prasseguir considerando separadamente os casos bi e tridimensional.

Caso tridimensional (n = 3): Ak

N
1

Para efetuar aintegral em (15), tripla no espaco de K , escrevemos
o elemento de volume desse espago em coordenadas esféricas, d3k =
k?seng dkd@dp (em vez das coordenadas cartesianas, d3k =
dk, dky dk, ), com o cuidado de coincidir a diregdo do eixo k, com a
do vetor r, como mostra a Figura 5. Desse jeito, o angulo entre Ke
I passa a ser a variavel de integragdo 6 e, portanto, k-7 =krcosé, o

|ky

que simplifica consideravel mente as integracbesem e ¢ : K, v . )
Figura5
i KT i ket 27 @ @ o ti ket i krcos@
Ii(?)zj S%ds‘k =_[ I I %kzsenadkded(p
R
=2_7T OOdkeiri kctJ. dg e krooso krsene_z—” dk +i kct[ i~ krcose]
ir 0 ir 6=0

I dke * e — e ] 4”I dke" " senkr .

2i senkr
A substituicdo desse resultado em (14) fornece

(27)¥2 4r

G(rt) = >

j dksenkr (&' - ')

2i senkct

4z (27[)73/2 ®

32
J dk senkr senkct = M—
r 0

Jrl2
(-t = |7;'| 5(F|-ct) , (16)

onde usamos a seguinte representacdo integral dafuncéo delta (v. Exercicio 1.15.24 de [1]):
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3desenlo<smk><o=6(x—xo) - (17)
T

Substituindo, por suavez, (16) em (13), obtemos, final mente,

~ 1 _ T2
o(F,t) = E(z;z) 3’2_[ 3d3r’p(r') — S(|r — | —ct)
R

J7i2 1

ds' p(f = ds p(i) =
p(r) - e p(r)
|Fr—F | =ct |F—F|=ct

— l (272_)73/2
C

Caso bidimensiona (n = 2):

Nesse caso, convém expressar 0 elemento de &rea L
d?k = dk, dk, daintegral duplaem (15) em coordenadas

1

polares, isto &, d?k = kdkdg , bem como escolher o eixo K

k, nadirecdo oposta & do vetor 1, como mostra a Figu- o

ra 6. Assm, notando que K7 = —Kkrcose, podemos K
escrever Figura6

-l

v

—i k- |kct )
I,(F) = j dk—j j el et d eose gk dg

N&o € evidente como prosseguir o calculo dessa integral. Contrasta, agora, a auséncia de
seng, que tornou Gbvia a integracdo na varidvel ¢ no caso tridimensional. Aqui, uma pista é

reconhecer que
27
I d o dy = 27 Jy(kr)
0

(v. aequacdo (11.30c) de[1]), o que permite escrever

0 ) 2z ) @ .
|1(F)=J' dkei'kdj d(pékaOS‘ﬂ:zﬂj dk e ¥ gy (kr) .
0 0 0

27 Jy(kr)

Continuar a partir desse ponto é ainda menos evidente. Apresentamos o seguinte caminho,
baseado na seguinte representacdo integral da funcdo de Bessel em questdo (v. o Exercicio

11.1.9 de[1]):
* senkru

Jo(kr)=§j1 _ 1du
u p—

Substituindo-a ha equagao anterior e invertendo a ordem das duas integragdes, obtemos

0

| (r)—2ﬂ'[ dk &t *'kC‘ZJ' du Senkru—4 I dk & senkru
u?-1 1 Ju? -1

Agora substituimos esse resultado em (14) para escrever que
8(ru—ct)

G(F,t) = (2”_) 4j du _[dk(e'km —'k"‘)senkru_j du [ .[dksenkrusenkct}
-1 asme u’-1

onde ja se encontra indicado que o termo entre colchetes, de acordo com (17), € uma representa
cdo integral dafuncéo delta acimadele. Mas &(ru—ct) =r *8(u—ct/r); logo,
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% 0 se ct/r<l i.e ct-r<0
G(F,t):l M:E 1

2 —
IR Rt S N Py,

se ct/r>1 ie c-r>0

211 RUCS N
rJ(ct/r)? -1 JA— 12

onde 2(X) denota a funcéo degrau unitario, igual a0 parax negativo e a 1 para x positivo.
Finalmente, a substituicéo do resultado acima em (13) produz a formula desejada:

U(F),t) — % (272,)1]. d2r, p(F')GLC(Ct — |F - ?’l) _ 1 I dzr' p(f!) .
RZ

a(ct—r) =

ct’—|F -  2nC - | —t|?

|F—F|<ct

4) Comentariosfinais

O método de deducdo da equacdo da onda foi apresentado em duas dimensdes e aplicado,
em particular, ao problema da membrana vibrante; mas ele pode ser facilmente adaptado a ou-
tros problemas ondulatérios envolvendo qualquer nimero de dimensdes espaciais.

A técnica concebida paralevar a cabo aintegracéo rel acionada a deducéo bidimensiona da
formula de Kirchhoff é susceptivel de ser utilizada no célculo de outras grandezas que envol-
vem umaintegracdo similar (e.g., fungdes de Green).

Quanto as operagdes com a fungdo delta como uma fungdo — que ndo é —, diga-se que
ela smplifica consideravelmente os célculos, pois, como se sabe, a fungdo delta pode ser vista
como um método abreviado de se obterem resultados que dependem de intricados processos de
limite. De fato, recordemos que Dirac ndo via no seu uso qualquer falta de rigor, antes afirman-
do ser sempre possivel substitui-la por uma formulacdo equivaente, porém mais complicada
(cf. [5]). Isso, de fato, confirmou-se com a justificativa matemética da fungéo delta que a teoria
das distribuicfes propiciou, estando as suas principais propriedades rigorosamente estabel ecidas
na literatura, a nossa disposi¢éo, prontas para serem usadas (cf. [7] e[9]).

Referéncias
1. G.B.ArfkeneH. J. Weber, "FisicaMatemética', Campus, 6° ed., Rio de Janeiro, 2007.

2. E. Butkov, "FisicaMatematica', LTC, Rio de Janeiro, 1988 (Sec. 8.8).

3. R. V. Churchill e J. W. Brown, "Fourier Series and Boundary Vaue Problems', 32 ed.,
McGraw-Hill, 1978 (Cap. 1, Sec. 5, item b).

4. R. Courant e D. Hilbert, "Methods of Mathematical Physics', vol. 2, Wiley-Interscience,
1962 (p. 687).

5. P. A. M. Dirac, "The Principles of Quantum Mechanics', 4° ed., Oxford U. P., Clarendon,
1958 (p. 59).

6. F. John, "Partial Differential Equations’, 2% ed., Springer-Verlag, Nova lorque, 1975 (p.
106).

7. M. J. Lighthill, "Fourier Analysis and Generalised Functions', Cambridge U. P., London,
1964.

8. |. G. Petrovsky, "Lectures on Partial Differential Equations”, Interscience, 1954.
9. L. Schwartz, "Théorie des distributions', Hermann, Paris, 1950.
10. W. A. Strauss, "Partial Differential Equations, An Introduction”, Wiley, 1992.

11. E. C. Zachmanoglou e D. W. Thoe, "Introduction to Partial Differential Equations with Ap-
plications®, Dover, Novalorque, 1986.

— 451 —





