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RESUMO

05 Abril 2009

Em [1] introduzimos um funcional convexo dado na forma integral, do tipo Nemytskii, us-
ando a noção de φ-convexidade, para φ ∈ BV ([a, b], X∗), introduzida em [3], e apresentamos
condições para sua semicontinuidade inferior. Na sequência, uma ferramenta importante de
Análise Convexa no estudo de condições de otimalidade para problemas com restrições de igual-
dade será abordada: a noção de subdiferencial de um funcional convexo próprio. Consequência
imediata é que a subdiferencial ∂g(x0) da função convexa própria g : X → R em x0, caracteriza
a existência de mı́nimo global de g sobre X, na medida em que este é atingido se, e somente se,
0 ∈ ∂g(x0). A questão de quando uma função convexa é subdiferenciável em um ponto dado
está ligada com as propriedades da derivada direcional neste ponto. Além disso, a subdiferencial
de uma função convexa está relacionada com os conceitos clássicos de derivada de Gateaux ou
de Fréchet. Justifica-se assim a investigação do formato da subdiferencial e dos subgradientes
do funcional introduzido em [1], relato da qual apresentamos nesta comunicação. O funcional
citado acima é

Lβ,f [x] =
∫ b

a
· ds β(s) · f(s, x(s)) , (1)

sendo f ∈ G · Convβ(s)([a, b] × X,X) e β ∈ BV ([a, b], X∗). O problema abordado aqui é o
de investigar condições que garantam a existência de mı́nimo de (1), sujeito ao do sistema de
controle (K) + (Fα) definido pelas equações integrais lineares de Volterra-Stietjes,

x(t)−x0 +
∫ t

a
· ds K(t, s) ·x(s) = u(t), t ∈ [a, b] (K)

para a ≤ t ≤ b e x, u ∈ G([a, b], X), com a restrição linear

Fα[x] =
∫ b

a
· d α(s)·x(s) = 0 (Fα)

sendo as integrais em (1), (K) e (Fα) do tipo Dushnik ou integral interior, e K e α convenientes
(ver [1] e [4]). Como usual, denotamos por (x, x∗) a dualidade natural entre G([a, b], X) e
[G([a, b], X)]∗ determinada pelo funcional bilinear (·, ·) : G([a, b], X)× [G([a, b], X)]∗ → R dado
por

(x, x∗) = x∗(x) , ∀x ∈ G([a, b], X) , ∀x∗ ∈ [G([a, b], X)]∗

A subdiferencial do funcional Lβ,f : G([a, b], X) → (−∞,+∞], que já sabemos ser convexo e
finito, é
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∂Lβ,f [x] = {x∗ ∈ [G([a, b], X)]∗/ Lβ,f (x)− Lβ,f (u) ≤ (x− u, x∗) , ∀u ∈ G([a, b], X)} =

= {x∗ ∈ [G([a, b], X)]∗/
∫ b

a
· β(s) · [f(s, x(s))− f(s, u(s))] ≤ (x− u, x∗) , ∀u ∈ G([a, b], X)}

Os elementos x∗ ∈ ∂ Lβ,f são os subgradientes de Lβ,f em x e D(∂ Lβ,f ) = {}. Neste caso,
dizemos que Lβ,f é subdiferenciável em x ∈ D(∂ Lβ,f ). Dois fatos são importantes:

1. ∂ Lβ,f (x) é um conjunto convexo fechado.

2. Como Lβ,f é uma função convexa própria em G([a, b], X), então o mı́nimo global de Lβ,f
sobre G([a, b], X) é atingido num ponto x ∈ G([a, b], X) se, e somente se, 0 ∈ ∂ Lβ,f (x).

Nota-se que informações sobre [G([a, b], X)]∗ são muito importantes para a descrição da
subdiferencial do funcional Lβ,f . Se considerarmos o funcional Lβ,f definido no subespaço
G−([a, b], X), denotado por G−, podemos descrever a subdiferencial de Lβ,f de modo mais pre-
ciso, levando em conta o teorema de representação 2.10 em [5]. Assim, se Lβ,f : G−([a, b], X)→
R, então dado ω ∈ [G−([a, b], X)]∗, existe γ ∈ BVo([a, b], X∗), o espaço das funções de variação
limitada g : [a, b]→ X∗ com g(a) = 0, tal que

(x, ω) =
∫ b

a
· dγ(s) · x(s)

Assim

∂Lβ,f [x] = {ω ∈ [G−]∗/
∫ b

a
· dβ(s) · [f(s, x(s))− f(s, u(s))] ≤ (x− u, ω) , ∀u ∈ G−}

= {γ ∈ BVo([a, b], X∗)/
∫ b

a
· dβ(s)·[f(s, x(s))−f(s, u(s))] ≤

∫ b

a
· dγ(s)·[x(s)−u(s)] , ∀u ∈ G−}
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