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Resumo: Neste trabalho, apresentamos uma andlise critica de um método de andlise espectral
de sinais que podem ser descritos por um modelo senoidal varidvel no tempo. Utilizamos esse
método para analisar e ressintetizar sons polifonicos.
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1 Introducao

A limitacio de métodos no dominio do tempo na determinacao, em tempo real, de parametros em
problemas com modelagem senoidal com varias parciais levou-nos a estudar métodos de analise
espectral ([1], [2]). Por exemplo, o tempo necessario para anélise e ressintese de 50 parciais reais
de um sinal de 1 segundo, correspondente & nota A4 do piano, pelos métodos no dominio de
tempo, ultrapassa 10 minutos (ver [3]). Baseado no PARSHL ([1]), implementamos em MATLAB
um programa que analisou e ressintetizou o problema acima em torno de 40 milissegundos
(usando sintese por sobreposicao). Nosso programa analisa sinais quase harmoénicos do ponto
de vista espectral, com parametros definidos pelo usudrio. Estao disponibilizados dois tipos de
sintese: sobreposi¢ao e aditiva. A comparacao de resultados é feita via espectrogramas, uma
técnica que tende a ser padrao na literatura ([4]). Esse programa também pode ser utilizado
por pesquisadores de outras areas além da miisica, pois modelagem exponencial com decaimento
surge naturalmente no estudo de vibracoes mecénicas, ressonancia magnética nuclear etc. Cada
passo do algoritmo ¢é discutido detalhadamente a seguir, utilizando ferramentas de Anadlise de
Fourier; ao final do trabalho, mostramos resultados obtidos na ressintese de sinais musicais com
um som polifénico; concluimos com uma observagao sobre resultados obtidos, tanto por um
método no dominio do tempo descrito em [5] como pelo nosso programa, em um problema de
identificacao de parametros em vibragoes mecanicas.

2 STFT

Seja x(t), t = 0,..., P — 1, um sinal discreto, com freqiiéncia de amostragem fs; em Hz (pontos

por segundo). T = % é o intervalo de tempo, em segundos, entre as amostras. Seja M impar,

M < P. Definimos M), = % Vamos dividir as amostras em @ quadros, Q = % + 1, em

que R é o nimero de pontos entre um quadro e outro. Vamos definir

Tm(n) =z((m—1)R+n+ Mp),

emquem=1,...,Q, n=—My, ..., M. Note que o intervalo de tempo entre dois quadros serd de
RT segundos. Se o numero total de quadros, nao for inteiro, acrescentamos zeros ao sinal z(t),
gerando um novo sinal z/(t) de tamanho P’. Esse procedimento nao tem influéncia no dominio
das freqiiéncias do sinal, pois nao muda o tamanho do quadro. Sua influéncia é em seu dominio
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de tempo, correspondendo ao acréscimo de siléncio ao sinal. O modo como esses zeros serao
incluidos sera discutido mais adiante. Podemos aplicar um pré-processamento nesses dados para
que as caracteristicas que devemos extrair (freqiiéncia, amplitude e fase) fiquem mais evidentes.
Por exemplo, operando sobre o quadro uma janela w(n), obtemos:

Tm(n) = T (n)w(n)

Posteriormente, acrescentariamos zeros ao resultado, de forma que o quadro passe a ter um
tamanho N. Para facilitar o calculo da FFT, escolhe-se N como sendo uma poténcia de 2.
Definimos N, = % Apébs o acréscimo de zeros, temos:

m 0, Mp<n< Npou—Np+1<n<—-—M,

Aplicando-se a Transformada de Fourier em sua forma discreta, obtemos:

Np—1 Np,—1

j2mnk .
Xm(k) = D (e 5" = 37 dp(n)e /T, (2)
n=—Np, n=—Np,
em que wy = % e k é o indice das amostras discretas no dominio de freqiiéncias (bins).
Torna-se necessario, entao, escolher adequadamente as varidaveis envolvidas na STFT: tipo de
janela (w(n)), tamanho do salto (R), tamanho do quadro (M) e tamanho da FFT (N).

1. Janelas

Dois parametros devem ser considerados na escolha da janela: a largura do morro principal
e altura dos morros laterais. Morros principais estreitos e morros laterais baixos seriam
ideais. Morros secundarios altos podem ser vistos, equivocadamente, como morros princi-
pais, resultando na adi¢do de freqiiéncias indesejadas (ruidos) ao sinal. Morros principais
muito largos diminuem a precisao na detecgdo da freqiiéncia; morros principais proximos,
se forem muito largos, podem ser interpretados como um vnico morro principal. A dife-
renca de largura também pode ser utilizada como critério para classificar os morros como
principais ou secundarios, ja que os primeiros sao muito mais largos que os segundos.

2. Tamanho do salto

O tamanho do salto, R, é o nimero de pontos entre dois inicios de quadros consecutivos.
Um salto pequeno resulta em mais quadros e maior qualidade de andlise. Porém, demanda
maior esforco computacional. Novamente, deve-se buscar um equilibrio entre esses fatores.
A escolha do R ideal também depende da janela escolhida. Dada uma janela w(n), tal que
w(n) = 0,V|n| > |My|, o tamanho do salto R deve satisfazer a seguinte equagao:

[e.e]

(V) Aw(t) = Y w(t—mR)=C, (3)

m=—0oQ

em que C' é uma constante. Se isso ocorrer, todos as amostras recebem o mesmo peso na
soma dos quadros e a analise do sinal nao sofre distorgoes. Para a janela retangular de

largura M, o salto pode ser de %, para qualquer inteiro k tal que % seja também inteiro.

3. Tamanho do quadro

O tamanho do quadro, M, é outro parametro do algoritmo. Se usarmos um quadro
muito grande, perderemos as caracteristicas instantaneas do som. Por outro lado, um
quadro muito curto dificulta a detecgao de freqiiéncias mais graves, pois o quadro pode ser
menor que o periodo de tais freqiiéncias. Recomenda-se que o tamanho do quadro seja,
aproximadamente, o tamanho do periodo da freqiiéncia mais grave presente no sinal. Para
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aplicagoes de dudio, como o ouvido humano nao reconhece freqiiéncias abaixo de 20 Hz, é
possivel um quadro de tamanho 0,05s (50ms). Por outro lado, o ouvido humano também
nao identifica freqiiéncias acima de 20KHz. Logo, podemos usar f, = 40K Hz. Assim,

1 1

T=—=——-=0,25x10"%s.
7. a0 s
Como a duracao do quadro, MT, é igual a 0,058, M = % = 2000. Se o sinal nao

possui freqiiéncias tao graves, pode-se diminuir o tamanho de M. Idem, para sinais com
fs menor. Por outro lado, M deve ser impar para que o quadro possua um ponto central
Zm(0), no qual a janela que serd aplicada ao quadro deverd assumir seu valor méximo.
Esse fato reflete-se no espectro do quadro, acentuando seus picos principais.

4. Tamanho da FFT

O tamanho da FFT, N, também é um parametro arbitrario. /N deve ser um nimero maior
ou igual a M, para preencher o quadro com N — M zeros. Também deve ser uma poténcia
de 2, para facilitar a aplicacdo da FF'T. Uma escolha padrao para N é a primeira poténcia
de 2 maior que 2M. A importancia desse procedimento é que, se um quadro recebe
acréscimo de % zeros, seu espectro tera % vezes mais pontos do que se nao houvesse
acréscimo de zeros. Assim, a resolucéo do espectro aumenta, gerando maior precisdo na

hora de encontrar a freqiiéncia na qual ocorre o pico de maior magnitude.

3 Analise Individual do Quadro

Nesta etapa, nosso foco é um quadro isolado. Interpretamos seu espectro de forma a encontrar as
frequiéncias presentes naquele instante, junto com suas respectivas amplitudes e fases. Denotemos
por X, (k), k = 0,..,N — 1, o espectro complexo do quadro x,,. Tomando apenas os dados
relevantes, consideramos k = 1, ..., N, +1. Assim, nos pontos discretos do dominio de freqtiéncias:

Freqiiéncia: f,(k) = %5
Amplitude: A, (k) = |Xn(k)|;

Fase: O,,(k) = ZX,.(k).

Sabemos que as freqiiéncias que compdem o sinal raramente encontram-se presentes com exa-
tidao entre as freqiiéncias representadas pelos bins e, com isso, sua energia é dividida entre as
freqiiéncias vizinhas. Portanto, para aproximarmos as reais freqiiéncias, devemos analisar os
morros encontrados no médulo do espectro, ou seja, onde se encontram as maiores amplitudes
Ay (k) em seu espectro de poténcia. Como o espectro de poténcia é discreto, a maior magnitude
(eixo y) nele encontrada corresponderd a uma freqiiéncia (eixo ) com precisao de meio bin, para
mais ou para menos. Para uma janela retangular, uma precisao de 0,1% seria obtida apenas
com fator de acréscimo de zeros superior a 1000, o que é impraticdvel. Porém, utilizando inter-
polacao quadratica nos 3 pontos de maior magnitude em um mesmo morro, pode-se atingir a
mesma precisao com um fator de acréscimo de zeros igual ou superior a 5. Resultados empiricos
indicam que, se a interpolagao for feita com os dados em decibéis (escala logaritmica), a precisao
dobra em relacgao & interpolagdo com magnitude linear [1]. Porém, resta-nos a questao de quan-
tos (ou quais) maximos locais podem ser considerados como componentes senoidais do sinal.
Utilizaremos um numero fixo de picos a serem detectados em cada quadro. Assim, procura-se
o ponto de maior magnitude no espectro, utilizam-se seus pontos vizinhos para a determinagao
de uma parabola e estima-se seu pico. Traduzem-se, entdo, suas coordenadas em amplitude e
frequiéncia associadas a uma sendide. Depois disso, retiram-se os pontos associados a esse morro
do espectro de poténcia e procura-se o proximo ponto de maior magnitude. Faz-se isso até que
o numero estipulado de picos por quadro tenha sido detectado.
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4 Analise Entre Quadros

Analisando cada quadro, separadamente, obtemos as caracteristicas instantaneas do som. Rela-
cionando as informagcoes encontradas em um quadro com as do quadro seguinte, podemos obter
uma interpretagao dinamica do sinal. Primeiro, vamos relacionar o espectro de um quadro ao do
quadro seguinte, analisando como amplitude e fase variam entre os bins; depois, relacionamos
apenas os dados referentes aos picos encontrados na etapa anterior.

4.1 Variagoes de parametros entre quadros

Como M e N sao constantes, assim como o intervalo 7T entre as amostras, o dominio das
freqiiéncias é sempre o mesmo, ou seja, os bins sao fixos. Logo, X;,—1(k) e X, (k) correspondem
a duas amostras subsequentes do mesmo bin. Para ver como cada bin se comporta com o tempo,
consideraremos as fungoes X, (k) (uma fungao para cada quadro cuja varidvel é a freqiiéncia)
como funcoes de freqiiéncia fixa, variando no tempo. Temos, assim, para cada bin, as funcoes de
amplitude - Agx(m) = | X, (k)| - e fase, Ox(m) = £X,,(k), em que a varidvel de tempo é o indice
do quadro. Logo, cada bin é associado a uma faixa ou oscilador com freqiiéncia constante.
Osciladores sao dispositivos que geram um movimento senoidal. Diremos que duas freqiiéncias
pertencem & mesma faixa (ou que sdo geradas pelo mesmo oscilador) se forem os parametros
instantaneos de uma mesma sendide em tempos diferentes. Se nao se considerarem todos os
bins, e sim, apenas as freqiiéncias obtidas no processo de deteccao de picos, havera faixas sem
frequiiéncias constantes. A pergunta é como associar dois picos entre dois quadros diferentes.

4.2 Interligagao de picos

De um quadro para outro podem ocorrer as seguintes situacoes com as freqiiéncias encontradas:
(a) uma freqiiéncia pode se manter de um quadro para o outro ou sofrer modulagoes leves;
(b) uma freqiiéncia presente no quadro anterior pode nao estar no seguinte;
(c) uma freqiiéncia nao presente no quadro anterior pode surgir no seguinte.
Vamos supor que o sinal é gerado por osciladores, cada um gerando uma sendide com freqiién-
cia e amplitude varidveis no tempo. Assim, de um quadro para outro, cada oscilador pode
continuar a gerar a sendide, parar de gera-la, ou comecar a gera-la. Denotemos as freqiiéncias
de um quadro por f1, ..., f, e as do quadro seguinte por g, ..., g,. Dado Af, se houver g; tal que

|fi — gj] < A, (4)

para algum f;, podemos considerar g; como continuacao de f;, gerados pelo mesmo oscilador
((a)), e dizemos que a freqiiéncia g; pertence & mesma faixa que f;. Se algum f; nao satisfaz
(4), entao consideraremos que a faixa correspondente a f; é desligada de um quadro para outro
((b)). Assim, a faixa correspondente a f; mantera a freqiiéncia de um quadro para outro, porém
sua amplitude diminuird suavemente até 0 no quadro seguinte. Se algum g; nao satisfaz (4)
para nenhum f;, entao consideraremos que uma nova faixa, de freqiiéncia inicial g; foi criada
de um quadro para o outro ((c)). Assim, inclui-se no quadro anterior a faixa com freqiiéncia
inicial g; e amplitude inicial 0. Caso haja conflito, isto ¢, existam g;, e g;, que satisfacam (4),
a faixa serd prolongada para a freqiiéncia mais préxima, enquanto a outra procurarda uma nova
faixa para se ligar. Esse processo continua até que todas as faixas se encaixem em uma das
3 situacoes acima. Sendo p o numero de picos por quadro fixo, se utilizarmos todos os picos
detectados em ambos os quadros, o nimero de faixas entre dois quadros estaria entre p (todas
as faixas sao prolongadas) e 2p (nenhuma faixa obtém uma continuagao). Entretanto, o caso de
nenhum pico ser combinado de um quadro para outro é indesejado, pois acarreta uma grande
descontinuidade no processo de sintese. Para evitar que isso aconteca, é comum a deteccao de
um ntmero de picos superior ao nimero dos picos que serdao efetivamente utilizados. Assim,
prioriza-se a ligacao das faixas ja existentes de forma que, para cada faixa desligada, cria-se uma
nova faixa para o pico de maior intensidade que surgir no quadro seguinte.
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5 Sintese

Apés o processo de andlise, podemos montar uma linha de tempo mostrando como cada faixa
varia sua fase, amplitude e freqiiéncia com o tempo para reconstruir o som original. Temos duas
alternativas para a reconstrucao do sinal: sintese por sobreposicao e sintese aditiva.

5.1 Sintese por Sobreposicao

Aplicamos F'F'T inversa a cada quadro e, a seguir, faz-se a sobreposicao, somando pontos comuns
Q

a mais de um quadro: Z(t) = Z #.(n), em quen =t — (m—1)R — My, e n € [—Mj, M.
=1

m=
Os processos de andlise e sintese por sobreposicao sao inversos, caso as janelas obedecam a
condigao (3), com C' = 1. Se (3) nao é satisfeita, ha uma modulagdo de amplitude, de periodo
R, distorcendo o sinal original, ou seja, uma distor¢ao periédica de freqiiéncia f—Pi.

5.2 Sintese Aditiva

A sintese aditiva é baseada nas faixas que se estendem ao longo do tempo. Vamos considerar dois
casos: cada bin pode ser interpretado como uma faixa; ou ressintetizamos um numero de faixas
menor, com as informagoes mais importantes do sinal. No primeiro caso, a sintese aditiva se
equivale a sintese por sobreposicao, com a desvantagem de nao usar a F'F'T" inversa para diminuir
a quantidade de operagoes. Para cada faixa, temos sua amplitude, freqiiéncia e fase (Afn, Af,’l, HAfn)
em cada quadro. Na STFT, é o ponto central que assume o valor maximo e, portanto, esse serd
o ponto escolhido para ser o representante do quadro: A,((m —1)R+ M) = A", em que A7, ¢
a amplitude da faixa r no quadro m e A,(t), a amplitude da faixa r no ponto ¢t. Como o ponto
central de cada quadro serd seu representante, podemos acrescentar M}, zeros no inicio do sinal,
para que o primeiro quadro tenha como representante o primeiro ponto de amostragem. Caso
contrario, o ponto inicial receberia peso inferior aos outros e a condi¢ao (3) nao seria satisfeita,
a nao ser que uma janela retangular fosse usada. Idem para o ultimo ponto. Acrescentamos,
portanto, ao final do sinal, M), zeros mais a quantidade necessdria para que £ II_%M seja inteiro.
Logo, todos os pontos do sinal original recebem mesma ponderagao, satisfazendo a equacao (3).

5.3 Interpolacao entre quadros

~ A ~

Para cada faixa r, temos (A _, fr 1,6 ), referentes as amplitude, freqiiéncia e fase do qua-
dro anterior, e (A", f7 0" ), referentes as do quadro posterior. Vamos definir esses pardmetros
para os pontos intermediarios: n = 1,...,.5—1, em que S é o numero de pontos entre os inicios de
dois quadros da etapa de sintese (se nao ha a intengao de alterar a velocidade do sinal, S = R).
A amplitude pode ser interpolada linearmente, de forma que o volume do som seja alterado

gradativamente de um quadro para outro. Portanto,

A A

A A Ap — A
Am(n) = Ap_1 + f n. (5)

Ja a freqliéncia e a fase nao podem ser interpoladas separadamente desta forma, pois a fase ins-
tantanea é dependente das fases e freqliéncias iniciais e finais, enquanto a freqiiéncia instantanea
¢ a derivada da fase. Assim, procuramos uma fungao para gerar uma interpolacao suave de fase
e freqiiéncia. Como temos 4 parametros disponiveis, utilizaremos uma polinomial cubica:

O(n) = ¢ + yn + an® + Bn’. (6)

Apesar de ©(n) ser discreta, vamos tratd-la como uma func¢ao continua e derivavel. Como a
freqiiéncia instantanea é a derivada da fase, ©'(n) = v + 2an + 38n%. Notemos que:

~

O = 00)=( fu1 =0(0) =7  f=0'(S) = frn1 + 205 + 385%
O +2mn = O(S) = b1 + fn1S + aS? + BS°.
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Como 0 estd em um intervalo de comprimento 27, nao sabemos quantas voltas a fase percorreu
até chegar no ponto atual. Portanto, o fator 271 é necessario como forma de desencapsulamento
da fase. Assim, para cada n € Z, temos uma fungao de interpolagao:

{ Sa(n) + S*B(n) = On—On-1— fruo1 +2m
28a(n) + 35%B(n) = fm— fm-

Resolvendo o sistema, obtemos «(n) e 5(n). Como estamos tomando intervalos pequenos entre
quadros e freqiiéncias préximas de um quadro para outro, a tendéncia é que a freqiiéncia tenha
variacao minima. No caso ideal, de freqiiéncia constante, a derivada da freqiiéncia seria nula
durante todo o intervalo. Vamos, entao, calcular n* que minimize a fungao

S
/0 [ () 2, (7)

em que ©'(n) é a freqiiéncia no intervalo. Considerando as fungoes obtidas para ¢, v, a e [,
vamos tomar n* como sendo o inteiro mais préximo de x*, o que minimiza a funcao:

S 32
O(x) = /0 [(ZT(?(t,m)th =402 (x)S + 12a(z)B(x)S? + 126%(2)S3.

Impondo ®'(z) = 0, obtemos o valor de z*. Assim, se no intervalo entre os quadros m e m — 1
tivermos F}, faixas, esse intervalo serd reconstruido por:

Frm
Em(n) =Y A7, (n)cos(O,(n)), n=0,..,5—1.
r=1

No som final, 2(t) = &,,(n), em que m e n sdo inteiros tais que t = 2 +n € {0,..., P — 1}.

Na Figura 1, vemos espectrogramas de um som polifonico gerado por guitarra, baixo, teclado,
voz e bateria (este gera sons nao harménicos). Analisamos um trecho de 4 s do total de 61.24 s
(P = 1352583), com M = 1023, N = 2048 e R = 512.

6 Conclusoes

Notemos, pela Figura 1, que resolvemos de modo eficiente o seguinte problema inverso: cal-
cular os parametros de uma funcdo do tipo z(t) = QJ:(? [Ak(t) cos(Ok(t))], em que Ok(t) =
0r + 27 fg fe(t)dt, a partir de amostras em intervalos de tempo igualmente espacados. Ou-
tro problema cientifico relevante associado a essa formulagdo é o de determinar os modos de
vibragdo mecéanica de uma estrutura: percute-se a estrutura (uma ponte, por exemplo) e apa-
relhos medem a resposta de tempo em tempo. Pelas leis fisicas, essa resposta é um sinal do
tipo acima com M (t) = M, Ap(t) = Ay e fr(t) = fi, constantes. H4 algumas abordagens no
dominio do tempo para esse problema, do ponto de vista deterministico (ver [5]). No entanto,
nenhum se compara em eficiéncia (precisdo e tempo de computagao) ao método no dominio do
espectro analisado aqui. O problema de vibragoes mecéanicas exige poucos parametros a serem
rastreados se comparado com o de andlise e ressintese de sinais musicais, o qual continua de-
safiando o matematico numérico, pois os computadores atuais sdo ainda limitados para lidar
com a dimensao do problema (ver [3]). Os autores do PARSHL sao um musico e um engenheiro
que programaram seu algoritmo em ALGOL, no final da década de 80. O nosso programa foi
feito em MATLAB, no qual todo problema numeérico é resolvido como um problema de Algebra
Linear Numérica, e é suficientemente flexivel para resolver varios outros problemas de identi-
ficacdo de parametros: vibragoes mecanicas, ajuste de dados exponenciais etc. Por exemplo,
um problema inverso tratado em [5] era o de calcular o nimero de freqiiéncias contidas no
sinal h(t) = e 900! sen 4t + 0.8¢790%6 sent + 1.27009% sen 9¢, a partir de 80 amostras com
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At = 0.05. O nosso programa calculou quais eram essas freqiiéncias: 3.99, 0.92 e 9.00. A
freqiiéncia mais grave nao foi detectada com a mesma precisdo das outras devido ao nimero
pequeno de amostras em relagdo ao tamanho do At utilizado. O programa que ressintetizou o
som polifénico e o que calculou as freqiiéncias (a escolha de parametros é o que faz a diferenga
entre eles) estdo disponiveis em http://mtm.ufsc.br/~licio/cnmac/ para testar a ressintese
de sons polifonicos, ou resolver problemas inversos de modelagem exponencial.
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Figura 1: Espectro de uma musica polifénica, durante 4 segundos.
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