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Construcao de fragoes continuas associadas a séries de poténcias
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RESUMO

Introdugao: Seja f(z) uma fungao analitica cujas expansoes em séries de poténcias em z =0 e
z = oo sao dadas, respectivamente, por:

2 a_—1 a_o a_3
= + b = — = — — 1
a) f(z) = ap + a1z + agz” + e b)f(2) s 22 53 (1)
com a; € C,i=0,+1,42,.... Suponhamos, ainda, que f(z) tenha o seguinte desenvolvimento

em fragoes continuas:

ni noz nm=z
Z) = S — 2
1) 14+diz+14+dyz+ ... +14+dpz+ ..." (2)
. _ . Py (2) .
onde n; e d;, i = 1,2,..., sdo constantes independentes de z. Se C,,(z) = IO é¢ 0 m-ésimo
Pp’(2)
convergente (ou aproximante) da fracao continua (2), entdo podemos considerar a sequéncia
Cm(z), m=0,1,..., como aproximagoes da fungao f(z).
Neste trabalho, estudamos como obter os coeficientes da fra¢do continua (2) a partir dos
coeficientes a;, i = 0,+1,£2,..., das expansoes em séries de poténcias em dois pontos (z = 0

e z = 00) (1) de uma funcao f(z). As principais referéncias sao os artigos [3] e [1]. Em [3] os
autores derivaram féormulas para o calculo dos coeficientes da fragao continua em termos de razoes
entre determinantes construidos a partir dos coeficientes das expansoes (1) de f(z). Em [1], é
apresentado uma modifica¢ao do método dado em [3] para que seja possivel utilizar o algoritmo
Q-D de Rutishauser [4| para o caso em que existem coeficientes nulos em (1) . Alguns exemplos
sao dados.

Construcgao das fragoes continuas: Primeiramente, aproximamos f(z) por uma funcao raci-
onal da forma

O‘m0+amlz+"'+ammzm_1
ii(z) = : : . , m=1,2,..., 3
fl,]( ) 1+/8m’1z+._.+/8m7mzm ( )

cujos coeficientes i € B, @ = 0,1,...,m — 1, sdo tais que quando expandimos f; j(z) em
séries de poténcias em z e em —, haja coincidéncia, respectivamente, com os ¢ primeiros termos

z
de (1) a) e com os j primeiros termos de (1) b), totalizando i + j = 2m termos. Assim,

J(2) = fig(2) = O (21, 270FD). (4)
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Se tomarmos Pr(nl)(z) =amo+omiz+---+ am,m_lszl e PT(,%) (2) =14 Bmiz+-+ Bmmz™,
entdo f; j(z2) =Cp(z), i+7=2m, m=1,2,3,....
Em [3| demonstrou-se que, quando i = j = m,

DomD_1m—2 DomD_1,m—1
Nm+1 = ’ : e dppy1=——""""-—"— m=0,1,2,3,..., 5
m D_1m—1Dom—-1 mt D_1mDom-1 5)
ap e aT+S
onde D, ; := : : ,r=0,£1,%£2,...,5=0,1,2,...e D5 ;== 1se s <O0.
Ap_g . e Qy

No caso em que i # j, podemos construir a fragdo continua usando um método muito seme-
lhante ao usado acima para i = j = m. Como, nas aproximacoes por fungoes racionais, temos um

namero par de parametros, consideramos os da forma fy,12rm(2), 7 =0,1,2,.... Entéo, tomamos
a sequéncia fl,l(z)7 f2,2<2) ceey fm,m(z)a fm+1,m—1(z)7 fm+2,m(z>v s fm+2r—1,m—1(z)a fm+2r,m(z)7 ce
parar =1,2,3,..., que sdo os convergentes da fragdo continua

ni noz nm~z Nm+1%2 Nm+2%2

l1+diz+1+doz+ ... +14+dpz+ 1 + 1 + ...
com n, ed,, r =12, ... m,dados por (5) e

Drfl,m+r71Dr72,m+7“73 Dr,m+r71Dr72,m+7‘72

Nm+42r—1 = ) dm+2r = - .
Dr72,m+r72Dr71,m+r72 Drfl,m+r72Dr71,m+r71
Para se obter os coeficientes n,. e d., r = 1,2, ..., podemos calcular diretamente o valor dos
determinantes D, 5. Alternativamente, se a; # 0, ¢ = 0,4+1,£2,..., a fragao continua pode ser

obtida por meio das relagoes de recorréncia

() _ D) () () o _ Y
' T T T r —
ng=diy Ay —dl e d = =
n;
parar = 0,+1,£2,... e i = 2,3,4,..., e com os valores iniciais ngr) =0e dgr) — para
ar—1
r=0,£1,42,... . Este é o algoritmo Q-D. (veja Rutishauser [4].)

Portanto, se houver coeficientes nulos em (1), ndo podemos aplicar diretamente o algoritmo
Q-D. Em [1], os autores apresentaram uma modifica¢ao do algoritmo dado por McCabe e Murphy
em [3] para a construgao dos coeficientes da fragdo continua (2), mesmo quando existirem co-
eficientes nulos nas expansoes em séries de poténcias de f(z). Mais precisamente, os autores
consideraram a fungao g(z) = f(z) — K/(1 + z), cujas expansoes em séries de poténcias nao
apresentam coeficientes nulos. A partir dai, obtiveram relagoes entre os coeficientes das fracoes
continuas correspondentes a f(z) e g(z).
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