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Resumo: O problema da L(2,1)-coloragio, também conhecido por A\-coloragdo, consiste em,
dado um grafo, atribuir cores (representadas por nimeros naturais) aos seus vértices de forma
que: se dois vértices sao adjacentes, os seus rdtulos tenham diferenca de pelo menos dois; e se
dois vértices tém um vértice em comum nas suas adjacéncias, os seus rotulos tenham valores
diferentes. FEste problema foi definido por Griggs e Yeh que também conjecturaram que para
qualquer grafo existe uma \-coloracdo utilizando no mdrimo a cor A? (onde A é o nimero
mazimo de arestas incidentes a algum vértice). Neste trabalho provamos limites superiores para
as classes dos cografos, grafos de permutacdo e grafos linha, provando também a conjectura de
Griggs e Yeh para as duas ultimas.
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1 Introducao

Seja G = (V, E) um grafo, A o nimero maximo de arestas incidentes a algum vértice de G (o
grau de G) e dist(u,v) o nimero de arestas de um caminho minimo entre os vértices u e v em
G. Uma fungao f : V(G) — {0,...,k} é uma A-coloragdo de G se e somente se para cada par de
vértices u e v em V(G) em que uwv € E(G) entao |f(u) — f(v)| > 2 e para cada par de vértices u
evem V(G) em que dist(u,v) = 2 entao f(u) # f(v). O problema da A-coloracao visa atribuir
cores a todos os vértices do grafo utilizando o menor valor possivel de k, neste caso temos uma
A-coloragao otima e A\(G) = k.

Esta variac@o de coloragao dos vértices de um grafo foi introduzida por Griggs e Yeh [5] em
1992, onde os mesmos também conjecturaram que para qualquer grafo G, \(G) < A?. Esta
conjectura, ainda em aberto para grafos em geral, somente foi provada para algumas classes
especificas de grafos, sendo este o problema mais estudado em relacao as A-coloracoes.

A motivacao principal que levou ao estudo deste problema foi a de atribuicdo de freqiiéncias
de redes em transmissoes via ondas de radio. Onde esta rede é composta por torres que recebem
e transmitem em determinadas freqiiéncias (e correspondem a vértices no grafo) e tém-se como
objetivo minimizar a interferéncia das transmissoes de dados entre essas torres (cada transmissao
entre as torres corresponde a uma aresta no grafo) utilizando o menor intervalo possivel de
freqiiéncias. Se este problema for modelado como um problema de coloragdao de vértices de
grafos, onde apenas vértices adjacentes tém cores diferentes, como ilustrado na figura 1, podem
existir torres de transmissao enviando com a mesma freqiiéncia para uma mesma torre, o que
acaba acarretando em interferéncia na recepgao destes dados. O problema da A-coloracao surgiu
para realizar uma modelagem mais realista deste problema, ja que utilizando esta variante da
coloracao, torres nao enviam dados com a mesma freqiiéncia para uma mesma torre em comum,
como ¢ ilustrado na figura 2.

Este problema vem sendo amplamente estudado por diversos pesquisadores, como pode ser
visto nos trabalhos de Sakai [9], Chang e Kuo [3], Bodlaender et. al [1] e Kral [6]. Para mais
informagoes sobre o problema, existe um survey feito por Calamoneri [2].
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(a) 1 ' (b) , '

Figura 1: Modelagem com coloragao Figura 2: Modelagem com A-coloragao

Neste trabalho provamos limites superiores para A(G) onde G pertence a classe dos cografos,
grafos de permutacao e grafos linha. Com estes limites fica estabelecido que a conjectura de
Griggs e Yeh [5] é vélida para as duas tltimas classes (para a classe dos cografos esta conjectura
ja havia sido provada por Chang e Kuo [3]). Além disso, estendemos estes resultados definindo
as classes dos grafos p-componentes cografos e quase-linha, onde a conjectura se mantém valida.

Em geral, denotamos n = |V(G)|. Um grafo G tem didgmetro 2 se dist(u,v) < 2 para todo
u,v € V(G). Observe que se G tem diametro 2, entdo nao é possivel haver repeticao de cores
em uma A-coloragao de G. Um grafo G é o complemento de um grafo G se V(G®) = V(G) e
E(G) =(VxV)\(EG)U{vv |veV(GY)}).

2 Cografos

O problema da A-coloragao restrito a esta classe foi estudado por Chang e Kuo [3], que apresenta-
ram um algoritmo polinomial para encontrar uma A-coloracao 6tima. Eles também estipularam
um limite superior para A em cografos de n + pv(G¢) — 2, onde pv(G€) corresponde ao nimero
minimo de caminhos disjuntos em que os vértices de G¢ podem ser particionados.

Nesta secao é fornecido um limite superior alternativo ao desenvolvido por Chang e Kuo,
onde este é dado por 2A. Este limite é interessante ja que além de provar uma conjectura
feita por Calamoneri [2] em relagao aos grafos threshold, também fornece um limite em relagao
ao grau do grafo, que é o objetivo principal nos estudos em relacao aos limites superiores em
A-coloragoes. Além disso, é definida a classe dos p-componentes cografos e é dada a prova da
conjectura de Griggs e Yeh para valores limitados de p. Para o desenvolvimento destas provas
sao necessarios as definigoes e os teoremas a seguir.

Dados dois grafos H1 = (Vu,,En,) e Hy = (Vu,,En,), com Vg, N Vg, = 0, operagao
de uniao de Hy e Hj, denotada por Hy U Hs, resulta em um grafo U = (Vy, Ey) tal que
Vi =Vy, UVh, e By = Ey, U Eq,. A operacao de join de Hy e Ha, denotada por Hy A Ha, é
o grafo J = (Vj,Ey) tal que V; = Vg, UV, e By = Eg, UEg, U{uwv | u € Vi, e v € Vg, }.
Observe que (Hy A H2)® = Hf U HS.

Um subgrafo induzido de um grafo GG, por um conjunto de vértices S C V, é o subgrafo
de G que possui como vértices, o conjunto S e, como arestas, as arestas de G que tenham
ambos os extremos em S. Um grafo G é dito perfeito se, para todo subgrafo induzido H de G,
X(H) = w(H), onde w(H) é o tamanho do maior subgrafo completo em H e x(H) é o nimero
minimo de cores utilizadas em uma coloragao dos vértices de H onde vértices adjacentes tém
cores diferentes.

Um cografo é um grafo com apenas um vértice, ou um grafo obtido por uma ou mais operagoes
de uniao e join de outros cografos. Um grafo threshold é um grafo com apenas um vértice, ou
um grafo obtido por uma ou mais operagoes de uniao e join entre um grafo threshold e um
vértice isolado. Logo todo grafo threshold é um cografo.

Teorema 2.1 (Lovész [8] - 1972) Todo cografo G € perfeito e, portanto, x(G) = w(G).
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G1 G2 G1 G2

(]
o (] (]
A(G)=A(G2)+|V(G1)| w(G)=A(G1)+A(G2)+2
Figura 3: Obtencao do A de um cografo Figura 4: Obtencao de w de um cografo

Teorema 2.2 (Griggs e Yeh [5] - 1992) Para um grafo G = (V, E), \(G) < |[V(GQ)|+x(G)-2.
Teorema 2.3 (Griggs e Yeh [5] - 1992) Para um grafo completo K, \(K) = 2A(K).
Lema 2.1 Para um cografo G = (V,E) = G1 AN G2, n = |V(G)| < 2A(G) — A(G1) — A(Go).

Prova. A operacao de join entre dois grafos torna todos os vértices de G; = (V(G1), E(G1))
adjacentes aos vértices de Go = (V(Ga), E(G2)) e vice-versa. Entao, A(G) = max{A(G1) +
[V(G2)|, A(G2) + |V (G1)]}, como ilustrado na figura 3.

Logo 2A(G) > A(G1) + A(G2) + |[V(Gh)| + |V (G2)|. E, como |V(G1)| + |V (G2)| = n, entao
n < 2A(G) — A(G1) — A(Ga). O

Teorema 2.4 Para um cografo G = (V, E) = G1 A Ga, MG) < 2A(G).

Prova. Como visto no teorema 2.2, A\(G) < |V(G)| + x(G) — 2. Pelo teorema 2.1, todo cografo
é perfeito, tendo x(G) = w(G). E, como foi provado no lema 2.1, |V(G)| < 2A(G) — A(Gy) —
A(G2). Entao, \(G) < 2A(G) — A(Gy) — A(G2) + w(G) — 2.

Em G, o maior subgrafo completo com tamanho w(G) foi obtido a partir da operacao de
join dos cografos Gy e Ga. Além disso, w(G) < A(G1) + A(G2) + 2, ja que todo vértice de Gy
é adjacente a no maximo A(G;) vértices e os de G2 a A(G2) vértices, todo par de vértices é
adjacente em um subgrafo completo, e a operacao de join de G1 e G2 nao alterou as adjacéncias
entre vértices de G1 e nem entre vértices de G (figura 4). Substituindo na inequagao anterior,
temos A\(G) < 2A(G). O

Desta forma, a seguinte conjectura é valida, com um limite igual a 2A. Além disso, pelo
resultado seguinte, este limite nao pode ser diminuido.

Conjectura 2.1 (Calamoneri [2] - 2006 (2009)) Eziste limite superior para A\ melhor que
2A + 1 para a classe dos grafos threshold.

Coroldrio 2.1 O limite superior de 2A ¢é justo para A-coloragées na classe dos cografos (e
threshold).

Prova. Como exemplo, podem ser fornecidos os grafos completos. Pelo teorema 2.3, sabe-se
que para esta classe, A = 2A. E, todo grafo completo é um cografo (e um grafo threshold), ja
que pode ser obtido por uma sucessao de operagoes de join de vértices isolados. Com isso, fica
provado que este limite superior é justo para a classe dos cografos (e também para a classe dos
threshold). O

Um grafo G é componente p-cografos se os vértices de G podem ser particionados em p
cografos conexos.

Teorema 2.5 Para um grafo G componente p-cografos, A < p(2A + 2) — 2
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Prova. Particione o grafo G’ em p cografos conexos: G1,Ga,...,Gp. Pelo teorema 2.4, \(G;) <
2A(G), 1 < i < p. Como em todo componente conexo de um cografo os vértices estdo a
distancia 2 entre si, entao estes precisam de cores diferentes em qualquer A-coloragao.

No pior caso, os p cografos tém todas as arestas possiveis entre seus vértices. Como em
cada componente os vértices devem ter cores diferentes, estas arestas nao adicionam nenhuma
restricao entre vértices da mesma componente. Atribua as cores aos vértices de cada cografo G;

(1 < i < p) em seqiiéncia, onde cada componente comega utilizando a ultima cor da anterior
P

mais dois. Isto nos fornece uma A-coloragao para o grafo G, onde: A\(G) < [Z(QA) +2]-2=
i=1
p(2A +2) —2. O

- A-1 2
Corolério 2.2 Para um grafo G componente p-cografos com p < =5, A < A% -3

Prova. Do teorema 2.5, A < p(2A +2) — 2. E, como p < %, pode-se afirmar que A <

S2A+2)—2< A2 -3 O

3 Grafos de permutacao

Nesta secao é provado limite superior de 4A — 3 para A-coloragoes na classe dos grafos de
permutacao. Com isso, fica provado a conjectura de Griggs e Yeh [5] para esta classe. Antes
deste resultado o melhor limite superior para esta classe era dado por 5A — 2, limite estabelecido
por Bodlaender et al. [1].

Um grafo é permutacdo se existe uma permutacao de V(G) = {v1,...,v,} onde s6 héa aresta
entre dois vértices se o vértice de maior indice entre os dois aparecer antes na permutacao. Uma
poténcia de um grafo G é um grafo G*, k natural, tal que V(G*) = V e E(G*) = {ay | 1 <
dist(x,y) < k}.

Como descrito por Kral e Skrekovski [6], em uma colora¢ao com pesos de um grafo G = (V, E)
cada aresta e tem um peso w(e) e vértices em que a aresta e é incidente tém cores com diferenga
pelo menos o valor w(e). Eles denotaram por x,,(G) o valor do menor tamanho de intervalo de
cores necessarias para todos os vértices de um grafo G receberem cores e por d,,(v) o somatério
de todos os pesos das arestas incidentes ao vértice v de G, sendo A, = Ier‘l/a(}é ){dw(v)}.

v

Teorema 3.1 (Golumbic [4] - 1980) Um grafo G € de permutacdo se e somente se G € um
grafo de intersecdo de segmentos de retas que conectam duas retas paralelas no plano.

Teorema 3.2 (Griggs e Yeh [5] - 1992) FEziste uma A-coloragdo que utiliza no mdzimo a
cor 4 para grafos com A = 2.

Teorema 3.3 (Kral e Skrekovski [6] - 2003) Para um grafo G, A(G) < xw(G?) — 1 <
Ay (G?) — 1, onde as arestas de G em G? tem pesos 2 e as arestas em G? que ndo pertencem a
G tem peso 1.

Teorema 3.4 Para um grafo de permutacao G, \(G) < 4A — 3.

Prova. Pelo teorema 3.1, existe um modelo de intersecao de segmentos de retas que conectam
duas retas paralelas no plano. Seja v um vértice de GG, os vértices adjacentes a v em G sao
segmentos que cruzam o segmento de v no modelo de intersecao. Sejam Y o conjunto de vértices
adjacentes a v em G cujos segmentos cruzam o segmento de v de cima para baixo, e X os que
cruzam de baixo para cima, como ilustrado na figura 5.

Se X e Y # (), sejam eX e €Y os conjuntos de vértices a distancia 2 de v que se situam a
esquerda no modelo de intersecao e sao adjacentes a vértices de X e de Y, respectivamente, e
dX e dY os que se situam a direita, como ilustrado na figura 5. Em X existe vértice adjacente a
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eY X Y dX
Figura 5: Modelo de intersecdo de um grafo de permutacao

todos os em Y, a todos em eX e a v, e seu segmento é cruzado por no maximo A segmentos (o
segmento mais a esquerda em X tem essa propriedade). Entao, |[eX|+|Y|[+1 < A. Analogamente
eY |+ | X|+1 <A, [dX|+|Y]|+1 <A, |dY]|+ |X|+1 < A. Somando-se as quatro inequagoes,
obtém-se o niimero de vértices que estao a distancia 2 de v mais duas vezes o nimero de vértices
que sao adjacentes a v, |eX |+ |[dX |+ |eY |+ |eY|+2|X|+2|Y| < 4A—4. Ou seja, dy(v) < 4A—4
e, pelo teorema 3.3, A < x4, (G?) —1 < A, — 1 < 4A — 5.

SeY=0eX #0, leX|+1<Ae|dX]|+1<A. Ouseja, [eX|+ [dX| <2A —2e, dy(v) <
2X + |eX| + |dX| < 4A — 2. Entao, pelo teorema 3.3, A < x(G?) —1 <A, —1<4A—-3. O

Corolario 3.1 A conjectura de Griggs e Yeh € vdlida para o classe dos grafos de permutacdo.

Prova. No teorema 3.4 foi estabelecido o limite superior de A < 4A — 3. Ou seja, para A > 3
sempre existe cor para v em {0,...,4A — 3 < A2}, se for utilizado o método de atribuigao de
cores descrita. Para o caso em que A = 2, pelo teorema 3.2, a conjectura é valida. O

4 Grafos linha

Definidos por Whitney [10], um grafo linha H = L(G) = (V1, EL) de um grafo G = (V, E) é tal
que: toda aresta e € E corresponde a um vértice vy, € Vi, e dois vértices sao adjacentes em H se
e somente se as arestas correspondentes aos vértices em G sao incidentes a um mesmo vértice.
Nesta secao é apresentado um limite superior para A na classe dos grafos linha e é definida a
classe dos grafos quase-linha, sendo provada em ambas a conjectura de Griggs e Yeh.

Teorema 4.1 (Krausz [7] - 1943) Um grafo H € grafo linha se e somente se existe uma
particao das arestas de H em subgrafos completos de tal modo que cada vértice apareca em mno
mdzximo dois subgrafos completos.

Teorema 4.2 Para qualquer vértice v de um grafo linha H, o numero mdzimo de vértices a
. A2

distancia 2 de v € 5.
Prova.

Considere a partigao das arestas de H em subgrafos completos, definida por Krausz [7]
no teorema 4.1. Cada vértice de H tem seu grau formado pelos, no maximo, dois subgrafos
completos adjacentes. Com isso, A(H) < 2(w(H) — 1), onde w(H) é o tamanho do maior
subgrafo completo de H.

Seja v um vértice com grau A coberto pelos subgrafos completos A e B com |A| =a+1e
|B| = b+ 1, entdao a + b = A, como ilustrado na figura 6. Existem a vértices adjacentes a v
pelo subgrafo completo A e b vértices adjacentes a v pelo subgrafo completo B. Cada vértice
do subgrafo completo A diferente de v é adjacente a no maximo b vértices com distancia 2 de v,
isto porque cada um desses vértices ja faz parte de um subgrafo completo com A vértices. Se
fossem adjacentes a mais de b vértices, hd uma contradicdo com o fato de que a +b = A.

Existem ab vértices a distancia 2 de v vindos do subgrafo completo A. Seguindo o mesmo
raciocinio verifica-se que existem o mesmo numero de vértices a distancia 2 de v vindos do
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Figura 6: Grafo linha com grau 5 Figura 7: 4 vértices a distancia 2

subgrafo completo B. Entao existem no maximo 2ab vértices a distancia 2 de v. Como a = A—b,
este ntimero também é dado por y = 2(A — b)(b) = 2Ab — 2b%. Considere A fixo. O ponto ¥/,
méximo desta funcdo é encontrado derivando y = 2Ab — 2b? em relacdo a b e igualando a zero.
Com isto, esta valor é dado por —4b+ 2A = 0, ou seja, b = % e, como a+ b= A, entdo a = %.
Portanto, o nimero maximo de vértices a distancia 2 de v sera: 2ab < %2. O

Teorema 4.3 Para um grafo linha H, \(H) < %.

Prova. Considere a abordagem utilizada por Kral e Skrekovski [6] do teorema 3.3. Como
existem no maximo A vértices adjacentes e %2 vértices a distancia 2 de qualquer vértice em
H, Ay(H?) < 2A + %2. E, como descrito no teorema 3.3, A(H) < x(H?) —1 = A, —1 <
& p2A -1 O

Corolério 4.1 Para um grafo linha H com A > 2, \(H) < A2,

Prova. Para A > 4, tem-se A\(H) < %2 +2A —1 < A% J4 que A2 — 4A + 2 > 0 para todo
A > 4. E, para A = 2, pelo teorema 3.2, tem-se A\(H) < A2

Para A = 3, em um vértice v de H o nimero méaximo de vértices a distancia 2 de v é 4,
como ilustrado na figura 7. Pelo teorema 3.3, como A, (H?) < 2A +4 = 6 + 4 = 10, entdo
AMH) < xw(H?) =1 < Ay(H?) —1=9 =A% g

Teorema 4.4 O limite superior para \-coloracées na classe dos grafos linha é ©(A?).

Prova. Seja H = L(K,,) o grafo linha de um grafo completo K,,. Entao |V(H)| = |E(K,)| =
”2;”, A(H) = 2n—4 (cada aresta em K, é adjacente a outras 2n —4 arestas) e H tem didmetro

2, isto porque o grafo é completo, sendo toda aresta e € K,, adjacente ou a distancia 2 de outra
At+4N\2  A44
aresta em K,,. Com isso, A\(H) > ”27_” 1= o %. Ou seja, o limite

superior A\(G) para a classe dos grafos linha é % <AG) < %. O

Um grafo @ é quase-linha se for possivel adicionar arestas em () de forma que o grafo
resultante H seja grafo linha com A(H) = A(Q) + p, onde w < A(Q)?. Isto é, ha
um limite maximo em quanto o grau de () pode aumentar em relacao ao grau do grafo linha
produzido.

Teorema 4.5 Para um grafo quase-linha Q@ com 0 < p < %\2/_;\/5, AMQ) < A2

Prova. Seja p < A@l);if/_;\/i e H o grafo linha obtido a partir de () adicionando arestas de

forma que A(H) = A(Q) + p. Logo A(Q) < A(H).
Mas, pelo teorema 4.3, A\(H) < A(H)Q%A(H)*z = (A(Q)er)Q*;L(A(QHp)*Z < A(Q)?. Portanto,

AMQ) < A(Q)~ O

Por exemplo, valores de p para grafos quase-linha ¢ com A(Q) = 100: 0 <p < L%J =

39. Ou seja, se for possivel transformar um grafo quase-linha @ com A(Q) = 100 em um grafo
linha H adicionando arestas de forma que A(H) < 139, entdo A\(Q) < A(Q)?.
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5 Conclusoes

Neste artigo sdo apresentadas provas de limites superiores para o valor de A(G) quando G
pertence a classe dos cografos, grafos de permutagao e grafos linha. Com isso, foi provada a
conjectura de Griggs e Yeh para as duas udltimas classes, sendo realizado mais um passo em
direcao a prova desta conjectura para grafos em geral. Além disso, sdo definidas duas novas
classes de grafos denotadas por p-componente cografos e quase-linha, para as quais a conjectura
também é valida. Fica em aberto, e continua nos objetivos dos autores, encontrar um exemplo de
grafo de permutacao que tenha o valor de A igual, ou mais préximo do limite superior encontrado,
como no caso dos cografos.
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