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Resumo: Neste texto explicamos de forma sintética resultados recentes sobre estabilidade do fil-
tro de Kalman para sistemas lineares a tempo discreto, variantes no tempo. O contexto € bastante
geral, com sistemas possivelmente nao detetdveis e com incorregoes no modelo do ruido. Obtém-
se uma condi¢do testdvel, mecessdria e suficiente para evitar divergéncia exponencial, baseada
em propriedades estruturais do filtro e sem lanc¢ar mao de solugdes limite (que podem nao existir
neste cendrio geral). Os resultados sao especializados para sistemas invariantes no tempo, via o
estudo de estabilidade parcial de um sistema ndo linear associado, levando a condigoes algébricas
e com significado estrutural claro, para estabilidade e semi-estabilidade do filtro.
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1 Introducao

O filtro de Kalman recursivo tem caracteristicas interessantes, como otimalidade, melhoria da
razao sinal-ruido, linearidade, e pré-calculo dos ganhos [1]. Por outro lado, em diversas situagoes
praticas podem surgir erros nao modelados, possivelmente erro numérico, variacao temporal nao
prevista no modelo do sistema, incerteza ou incorregoes no modelo do ruido, que acarretam uma
deterioracao do erro de estimacgao, podendo tornar o filtro de Kalman desvantajoso em face
a outros filtros disponiveis, por exemplo robustos ou até mesmo a filtros simplificados (por
exemplo projetados com um ganho fixo estabilizante) e em alguns casos até mesmo inviabilizar
a sua implementagao. Sabe-se que a estimativa de estado obtida pode divergir rapidamente do
valor verdadeiro, muitas vezes de forma exponencial, veja por exemplo [15].

Em alguns casos esta deterioracao pode ficar evidente durante a solucao da equacao recursiva
de Riccati relacionada com o filtro, levando a divergéncia da covariancia do erro de estimagcao
nominal, claramente indicando necessidade de alguma intervencao. Contudo, em muitos casos
nao ha indicio durante o projeto do filtro. Neste texto, consideramos justamente a situacgao
na qual nao ha divergéncia do erro nominal, e buscamos condigoes para que perturbacgoes no
modelo do ruido nao leve a divergéncia do erro verdadeiro.

H4 diversos resultados de suficiéncia para a estabilidade do filtro, como em [2, 10, 15, 16].
Contudo, estes resultados tratam de cenarios simplificados ou especializados, e impGem condigoes
de detetabilidade ou a existéncia de solugoes limite para a equagao de Riccati recursiva associada
ao filtro, além de nao tratarem sobre semi-estabilidade. Ha também resultados de estabilidade
para filtros de Kalman simplificados, como os estacionarios ou os congelados (frozen Riccati filter)
[8]. Foram também desenvolvidos filtros Hy, € outros filtros que sdo intrinsecamente estaveis,
0s quais sao frequentemente considerados como a melhor alternativa para cendrios com erro de
modelagem. Como uma pequena amostra dos excelentes artigos na drea, em diferentes contextos,
mencionamos [11, 9, 19, 17, 14]. E importante esclarecer que, apesar da enorme utilidade e do
mérito destes filtros, é também sabido que as vezes o desempenho do filtro de Kalman recursivo
classico é melhor, por exemplo em sistemas cujo modelo nominal, digamos A, com incerteza na
forma A + AA, permanece na vizinhanca do valor nominal quase todo o tempo - tipicamente,
o filtro robusto é 6timo para o pior caso (pior valor de A + AA), raramente apresentado pelo
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sistema. De fato, os valores nominais dos modelos sao frequentemente bastante representativos
quando comparado aos demais valores possiveis, mas frequentemente esta representatividade
nao ¢é refletida no projeto do filtro.

E bastante oportuno comentar que hid um pequeno grau de confus@o na literatura e na
comunidade quanto a necessidade de estabilidade do filtro. Um exemplo oportuno e esclarecedor
é como segue: seja x(k), k =0,1,... o montante em uma aplicagao financeira no més k, sendo
perfeitamente conhecido xq, o valor inicial aplicado, e considere que o rendimento é exatamente
1% ao més, de forma que obtemos o sistema x(k + 1) = 1.01z(k), z(0) = 2. E intuitivo tentar
obter a estimativa para o montante, digamos Z(k), através da implementagao no computador de
uma versao idéntica do sistema: #(k + 1) = 1.01&(k), £(0) = z¢. Esta implementacao intuitiva
coincide com a implementacao do filtro de Kalman, pois este resulta muito trivial nesta situagao
em que nao ha qualquer ruido nominal. Contudo, na implementacao no computador, surgem
erros de arredondamento, que sao propagados. A Figura 1 ilustra os erros de estimacao absoluto
e relativo; como se percebe, hé divergéncia exponencial do erro e portanto o filtro é instavel, mas
por outro lado o erro relativo é bastante baixo, devido aos baixissimos erros de arredondamento
em um computador pessoal. De fato, este filtro pode ser considerado “péssimo” ou “excelente”
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Figura 1: Erros relativo e absoluto do filtro de Kalman em um caso simples.

dependendo de se o critério a ser observado relaciona-se com o erro absoluto ou o relativo.
Poderiamos modificar o projeto do filtro, visando um filtro estdvel que garantiria erro absoluto
limitado, ou um filtro semi-estdvel, que garantiria que o erro relativo tenderia para zero e que o
erro absoluto divergisse nao mais que polinomialmente.

Neste texto, explicamos resumidamente resultados desenvolvidos em [4, 7], levando a uma
caracterizacao bem completa de semi-estabilidade e estabilidade do filtro de Kalman. Os resul-
tados permitem verificar a possibilidade de divergéncia exponencial do erro de estimacao antes
da implementacao do filtro e da solugdo da equacao recursiva de Riccati associada. Também
permitem tratar o problema de “estabilizacao” do filtro através de modificbes “minimas” no
modelo do ruido, aperfeicoando a regra pratica de se tomar matrizes de covariancia positivas.
Vale mencionar que semi-estabilidade também assegura que o “erro relativo” converge para zero
no contexto em que o sistema é instavel, que é uma das situagoes desfavoraveis para filtragem.

2 Formulacao e perspectiva frente a resultados anteriores
Considere o sistema linear variante no tempo, a tempo discreto, definido por

x(k+1) = Agz(k) + Brw(k), z(0) = xo,
y(k) = Cra(k) + Dyo(k),
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sendo z(k) € R"™ o estado, y(k) € R" a varidvel observada, w(k) € RP e v(k) € RY as varidveis
de ruido que formam processos independentes entre si e das demais varidveis, e o uma variavel
aleatéria independente com valor esperado nulo e satisfazendo E{zoz(} = ¥. Os processos
formados por w e v sdo Gaussianos e satisfazem, sem perda de generalidade, E{w(k)w(k)'} = I
e E{v(k)v(k)'} = I. O filtro de Kalman recursivo fornece uma estimativa &(k) para z(k) que é
construida a partir da matriz de covariancia nominal do erro de estimagao P(k), k > 0, calculada
recursivamente pela seguinte equacao a diferencas de Riccati

P(k +1) = Ag[P(k) — P(k)C(CyP(k)C}, + Dy D},) ™' CrP (k)] A}, + EyEy,, (2)

com condicdo inicial P(0) = X, sendo ¥ € R™ e E € H™P, os valores nominais disponiveis para
os verdadeiros ¥ e B. A inversa acima existe pois assumimos Dy Dj. > 0 (filtro nao singular). O
ganho do filtro ¢ calculado de acordo com Ly, = Ay P(k)C}[CP(k)C} + DxD}]) ™!, e a estimativa
é dada por z(k + 1) = Axz(k) + Li[y(k) — Cxz(k)], considerando condicao inicial (0) = 0.

Assumimos que ha um limitante da forma P(k) < P, de maneira que o projeto do filtro
sugira que o erro de estimacdo ¢ limitado. Entretando, a verdadeira matriz de covariancia X (k)
nao coincide com P(k), sendo dada por X (0, B,¥) = ¥ e

X(k+1,B,0) = (Ay — LkCp) X (k, B, W)(Ay, — LiCy)' + LDy Dy L}, + By By  (3)

As questdes da estabilidade e da semi-estabilidade do filtro (respectivamente, da limitacao e da
nao ocorréncia de divergéncia exponencial do erro verdadeiro de estimagao) consiste em estudar
como se comporta X (k+1,B,¥) quando os valores verdadeiros By, e ¥ diferem dos respectivos
dados disponiveis Ej, e ¥. A formalizacdo matematica é como segue.

Definicao 1 (Estabilidade do filtro de Kalman).

(i) Q filtro de Kalman é semi-estdvel se, para cada B € H™P, W € R™ e 0 < €< 1, existir
X satisfazendo X (k, B, V) < 726X, k> 0.

(ii) O filtro de Kalman € estdvel se, para cada B € H™P e ¥ € R existir X satisfazendo
X(k,B,9)< X, k>0.

O estudo de estabilidade, portanto, refere-se ao estudo assintético da equagao (3). As prin-
cipais dificuldades referem-se ao fato de Lj ser calculado pela equagao de Riccati, de forma
nada trivial. Nao consideramos hipéteses simplificadoras - a seguir, comentamos cada uma das
hipéteses convencionais que nao fazemos neste trabalho.

- Restricdo na magnitude do erro. Aqui, as diferencas > — ¥ e Fy — By podem ser de
magnitude arbitraria, o que exclui muitas formulacGes robustas. A questao da estabilidade
envolve as “direcoes” do erro, em contraposicdo & sua magnitude.

- Estabilizabilidade de (Ag, E)). Diversos resultados até a década de 80 (veja por exemplo
[2]), consideram alguma nogao de estabilizabilidade de (A, Ey). Isto pode ser interpretado
como exigir que o ruido persistente excite todos os modos instaveis do sistema. Este tipo
de hipétese é bastante restritivo, mesmo para estabilidade. Como caso trivial, temos que
> > 0 assegura semi-estabilidade, mesmo quando F, =0, k > 0.

- Detetabilidade de (Ag,Ck). Os resultados disponiveis sobre estabilidade do filtro tratam
situagoes simplificadas em que hd uma solugao limite estacionaria ou periédica para P(k),
como em [10, 15, 16] e, essencialmente, estudam (3) com Ly substituido por L., o que é
bastante simplificador. No cendrio aqui considerado, pode nem haver convergéncia para
uma solucao periédica (o que, alids, pode ocorrer até em sistemas invariantes no tempo).
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Detetabilidade é natural quando se deseja um filtro de Kalman estavel, mas é conservadora
em geral (como no caso do exemplo inicial, que leva a um filtro de Kalman idéntico ao do sistema
(1) com C; = 0e A = 1.01 instéavel, com boas propriedades de erro relativo) e em particular para
filtros semi-estaveis. Consideramos apenas uma hipotese de invariancia de espagos instaveis e
estaveis, como segue. Considere a matriz de transi¢do de estado A(k + t,t) = Agie--- Ay,
k,t > 0. Para 7 > 0, seja M, (k +t,t) uma projecao no espaco instavel' de 7A(k +t,t) tal que
M (k +t,t)v = 0 quando v estd no espago semi-estével de T7A(k + t,t).

Hipétese 1. Existem T e 0 < 7 < 1 tais que My((k+1)T,kT) = M. ((k+1)T,kT) = M,(T,0),
k> 0.

Por simplicidade, denotamos M = M;(T,0), sendo T como acima. A Hipétese 1 é triv-
ialmente satisfeita para sistemas invariantes no tempo ou periddicos, sendo 1" o periodo e com
(=1 < 7 < 1, sendo ¢ 0 médulo do autovalor instavel de A(T +t,t) que se encontra mais préximo
do circulo unitério (se houver algum, sendo 0 < 7 < 1). Uma interpretagdo para esta hipdtese
é que os espacos instdaveis de A sejam invariantes ao longo de sequéncias de passo T, e simi-
larmente para os espagos semi-estaveis de A; além disso, os espacos instaveis devem apresentar

uma margem minima de instabilidade, relacionada com 77!,

3 Abordagem e resultados principais

A abordagem empregada em [4] para estudar semi-estabilidade do filtro caminha no sentido de
eliminar ou substituir varidveis da equacao (3) que sao dificeis de se lidar. Inicialmente mostra-
se que B e VU, cujos valores assumimos como desconhecidos, podem ser fixados como ¥ = [ e
B = FE (auséncia de erro no ruido persistente); note que isso significa que ambos tipos de erro
podem causar divergéncia do erro verdadeiro, indistintamente. Em seguida, busca-se substituir
P por outra variavel mais simples. Os elementos essenciais da abordagem sao:

- mostra-se que X (k) = E{x(k)z(k)'}, calculado assumindo que nao hé erro no modelo do
ruido, By = Ey e ¥ = 3, tem uma relagao direta (e ttil) com Pj: ker{P(k)} = ker{X (k)},
k > 0. X (k) pode ser obtido recursivamente por X (0) = ¥ e

X(k+1) = A, X (k)A, + EyE,, k>0, (4)

- mostra-se que se Pj descreve estruturalmente o erro verdadeiro num dado instante, entao
ele o continua descrevendo em instantes consecutivos. Em particular, para V tal que
ker{V} D ker{P(0)}, mostra-se que existe um X satisfazendo X (k, E,V) < X, k > 0 e,
além disto, ker{ P(k)} C ker{X (k, E,V)}, k > 0. Isto esclarece que, quando P(0) = ¥ > 0,
temos ker{¥} > ker{P(0)} levando a X (k, E,¥) < X, k > 0, uma espécie de estabilidade
do filtro com respeito a ¥ (mais fraco que estabilidade e mais forte que semi-estabilidade).

- uma propriedade de ortogonalidade envolvendo o ganho de Kalman: Hy1LiC) = 0, em
que Hj, representa a projegao ortogonal no espago nulo de X (k).

Estes elementos sao empregados em uma avaliagdo em que se reescreve (3) em termos das
projecoes Hy X (k, B, V)H}, e (I — Hy)X (k, B, ¥)(I — Hy,)'. Para os termos envolvendo (I — Hy,)
(projegao que corresponde ao espaco perpendicular ao espago nulo de Pj) mostra-se que estao
limitados por termos proporcionais a X, sendo que o filtro projetado j& leva em consideracéo
ruidos nestas direcoes e que a matriz de covariancia nominal P é limitada por X. Com respeito
aos termos envolvendo Hy, ligados as direcoes em que o projeto do filtro nao leva em consideragao
ruido (portanto néo permite concluir a respeito da sua limitagao), eliminam-se aqueles em que
aparece Lj em virtude da terceira propriedade acima.

!Espaco gerado por autovetores correspondentes a autovalores fora do circulo unitério; notacio semelhante
vale para espago estritamente semi-estdvel (sob o circulo) e semi-estdvel (sob o circulo ou dentro dele).
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Teorema 1 ([4, 5]). o filtro de Kalman € semi-estdvel se e somente se, para cada 0 < § < 1,
existir Z tal que Z(k) < £%Z, sendo que a matriz simétrica e positiva semi-definida Z(k),
k >0, é a componente do estado do sistema descrito por

(5)

o Z(k+1) = (Hp1Ar) Z(k)(Hpg1 A,
\X(k+1) = AL X (WA, + BLE,, k>0,

com condi¢ao inicial (Z(0),X(0)) = (HoH(,X), sendo Hy, a projecio ortogonal em ker{X (k)}.

Como se percebe, a condigao obtida envolve apenas as matrizes A, FE e X3, que sao disponiveis,
desconsidera a equacao de Riccati e pode ser testada para um horizonte de tempo arbitrario.

Para sistemas invariantes no tempo, transforma-se a condi¢ao recursiva do Teorema 1 em
uma condicao algébrica, facilmente verificivel, e com significado estrutural, como passamos a
explicar agora. A abordagem consiste em estudar, inicialmente, a estabilidade parcial do sistema
O, ou, na verdade, de um caso particular deste sistema em que a matriz Ay = A é fixa e nao
h& termos forcantes, £ = 0. Problemas de estabilidade parcial tipicamente tratam da questao
da convergéncia de uma componente do estado em funcao da mesma componente ou de outra,
e encontra-se bastante estudada em uma série de contextos (na monografia [18] encontram-se
uma descri¢cao bem detalhada da édrea e diversas referéncias, veja também [3, 12]). Contudo,
o problema em que recaimos e o tipo de condicdo algébrica e estrutural que visamos obter
nao se encaixam em nenhuma das técnicas disponiveis, sendo que © é nao linear, portanto
nao podendo lancar maos de técnicas lineares, e por outro lado apresenta conexoes fortes com
sistemas lineares via a componente X, que é linear, tornando técnicas de sistemas nao lineares
demasiadamente gerais para nossos propositos. Para tratar do problema, desenvolveram-se em
[7] aproximagOes para as projegoes Hy, empregando uma série de bases (bases “variantes no
tempo”) que proporcionam uma estrutura mais simples para a matriz A, e empregar estas
aproximagoes em avaliagoes diretas. O resultado sao as seguintes condigoes algébricas.

Lema 1 ([4, 6]). Considere o sistema © com A, = A e E, = 0, k > 0. Seja J tal que
JAJ ™! esteja na forma de Jordan e sejam J e Js os subespacos instdvel e estdvel de JAJ !,
respectivamente. As sequintes afirmacoes valem:

(i) Para cada 0 < & < 1, existe Z tal que Z(k) < ¢7FZ se e somente se

ker{JEJ'} N J = {0}. (6)

(ii) Eziste Z tal que Z(k) < Z se e somente se ker{JX.J'} N J¢ = {0}.

Retornando ao problema de estabilidade do filtro de Kalman, procuramos compatibilizar os
resultados do Lema 1, que é restrito ao caso E = 0, com o do Teorema 1 para o caso geral E # 0.
Para isso, utiliza-se a matriz modificada HA (ao invés de A) no Lema 1, sendo H a proje¢ao no
espaco nao controlavel de (A, E'), permitindo incluir a dependéncia de E de forma indireta. O
resultado principal é transcrito abaixo.

Teorema 2 ([4, 6]). O filtro de Kalman para sistemas lineares invariantes no tempo é semi-
estdvel se e somente se

ker{JyS.J}} N Ty = {0}, (7)

sendo Jyg tal que JHHAJI:,1 estd na forma de Jordan e Jg o espaco instdvel de JHHAJI}1.

Observagao 1. A condigao (7) aparece na literatura como uma condigao para P(0) = X per-
tencer a base de atragao da solucao forte da equagao algébrica de Riccati para sistemas detetaveis
veja [13]. O presente trabalho esclarece o papel desta condi¢ao para sistemas nao detetdveis.
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Além da condicao para semi-estabilidade, obtemos uma condicdo testavel, necessédria e sufi-
ciente de estabilidade para o filtro de Kalman. A prova de suficiéncia é obtida de forma direta
a partir dos resultados encontrados em [13, 16], e a necessidade é demonstrada de uma forma
simples (a simplicidade, aqui, advém do uso de ferramentas de comparagao com a solucao limite
da equagao de Riccati, a qual, como sabemos, apenas podem ser usadas em casos detetaveis).

Teorema 3 ([4, 6]). O FK ¢é estdvel se e somente se ele é semi-estdvel, (A,C) € detetdvel e
Su = {0}, sendo Sg o espago estritamente semi-estavel de JHHAJE,l.

Exemplo 1 (Excitagao via ¥ versus E). Seja o sistema ® com

1.1 1

A’“:A:[o 1.1

],Ck:Dk:I, k> 0.

A Hipdtese 1 € satisfeita pois o sistema € invariante no tempo, e a hipdtese de existéncia de
um limitante X para a solucdo da Riccati € satisfeita porque C' = I garante detetabilidade do
sistema. Considere os sequintes casos.

(i) S=0como=1[0 1] e By = 0’0, k > 0. A estabilizabilidade de (A,E) € suficiente para
assequrar estabilidade: C =1, H=0 e HA =0, fornecendo Jg = {0}.

(ii)) ¥ = o'o, sendo 0 = como em (i), e E, =0, k > 0. Temos H = I, HA jd estd na forma
de Jordan e Jy = 1, levando a ker{X} NR™ = [u] sendo p = [1 0}, de modo que (7) nao é
satisfeita, logo o FK nao € semi-estavel (apesar de (A,X) ser estabilizdavel).

Observe que E € idéntico a ¥ em (i) e vice versa, com uma possivel interpreta¢io de que
¥ deve excitar “completamente” os espacos instdveis de A, enquanto E apenas tem que excitd-
los. No mesmo sentido, se desejarmos estabilizar o filtro através de uma modificacdo em 33,
mantendo E = 0, temos que tomar ¥ > 0.

Observagao 2. Uma interpretagao para a condi¢ao em (7) é que os espacos instaveis de A que
ainda nao sao excitados por E devem ser completamente excitados por 2. Veja o Exemplo 1 para
uma melhor compreensao do sentido no qual dizemos “completamente”. A condigao Sy = {0}
requer que os espacos estritamente semi-estaveis de A sejam excitados por E (ndo basta que
sejam excitados por X, pois hé casos em que o ruido nao persistente associado a 3 esvanece a
medida que o tempo evolui).

Observagao 3. As condigées nos Teoremas 2 e 3 podem ser empregadas em problema de
estabilizacao do FK nos quais se deseja encontrar E e/ou ¥ ou introduzir modificagoes “minimas”
nestas matrizes, por exemplo na forma F + F; e ¥ + Y41, de forma a satisfazer a nocao de
estabilidade adequada para a aplicacio. Como ilustragdo temos que ¥ = o107 + ... + 0,00,
com r = dim(Jpy), é tal que o FK é semi-estdvel se e somente se 0;, 0 < j < r, sdo vetores
linearmente independentes com projecoes nao-triviais em Jp. Condicoes similares valem para
estabilidade e estabilidade com respeito a V.
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