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Resumo: Os Cddigos Controle da Paridade surgiram no século passado como exemplo de uma
familia de cddigos detectores de um erro simples. Seu nome provém de um cddigo bindrio que
acrescentava um simbolo extra para que o nimero de 1’s fosse par. Inicialmente, os codigos
detectores e corretores de erros foram criados usando unicamente conceitos de algebra e teoria
dos nimeros. Posteriormente, em 1977, V. D. Goppa introduziu uma nova forma de construir
cddigos lineares usando curvas algébricas definidas sobre corpos finitos, conhecidos como os Codi-
gos Geometricos de Goppa. Neste trabalho usamos as idéias de Goppa para construir os cédigos
controle da paridade, usando a técnica de restricao de um cédigo linear.
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1 Introducao

Os Codigos Controle da Paridade surgiram no século passado como exemplo de uma familia de
c6digos detectores de um erro simples. Seu nome provém de um cédigo binario que acrescentava
um simbolo extra para que o nimero de 1’s fosse par.

Os Cédigos Controle da Paridade sdo amplamente utilizados pelo fato de usar um nimero
minimo de simbolos de redundéncia, o que reduz custos de implementacao e decodificacdo em
sistemas de erro simples, embora esteja se a procura de "bons" c6digos, cuja existéncia é garan-
tida pela Teoria de Shannon, desde outras perspectivas, como as probabilisticas, as algebrico-
geométricas, etc. Sem duvida alguma, esta alternativa de construcdo permite compreender a
implementagao dos codigos geométricos de Goppa, gerando cédigos comumente utilizados e con-
fidveis em problemas de comunicagao através de canais do tipo AWGN (Additive White Gaussian
Noise). Tais canais sao caracterizados pelo tipo de ruido responsavel por degradar a comunicacao
a ser um ruido branco adicionado ao sinal.

A comunicacio movel € aquela onde existe a possibilidade de movimento relativo entre partes
ou as partes sistémicas envolvidas. Como exemplo tem-se a comunicacao entre aeronaves, entre
aeronaves e uma base terrestre, entre veiculos, a telefonia celular, a computagdo moével, algumas
classes de sistemas de telemetria, etc. Uma comunicacao fixa (por exemplo um link de microon-
das entre uma estacdo radio base e uma central de comutacdo e controle de um sistema de
telefonia celular) ndo caracteriza uma comunicacao movel, mas pode fazer parte de um sistema
de comunicac¢ao moével. Varios exemplos dessa natureza podem ser encontrados na préatica.

Os canais associados a sistemas de comunicacao movel podem ser agrupados em dois tipos:
canal via satélite e canal terrestre. O canal de comunicagdo via satélite é um canal do tipo
AWGN, onde predominam fortes atenuacgtes e muitas vezes grandes atrasos de propagacao do
sinal.

Os co6digos de Goppa ilustram uma construcao pratica para familias de bons coédigos que
ultrapassem determinadas cotas assintéticas conhecidas, mostrando ser uma boa alternativa no
futuro das comunicacées moveis.
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O processo de construcdo de coédigos de controle da paridade, usando Cédigos de Goppa,
permite colocar este importante cédigo algébrico classico no contexto da teoria moderna de
c6digos, pois os codigos de Goppa tem mostrado ser mais eficientes.

A teoria de cddigos detectores e corretores de erros teve suas origens em 1948 com os trabalhos
de C. E. Shannon, R. Hamming, M. Golay e outros. No inicio estes cdédigos foram criados usando
unicamente conceitos de algebra e teoria dos ntimeros. Posteriormente, em 1977, V. D. Goppa
introduziu uma nova forma de construir cédigos lineares usando curvas algébricas definidas sobre
corpos finitos, conhecidos como os Cédigos Geometricos de Goppa.

Neste trabalho usamos as idéias de Goppa para construir os cédigos controle da paridade,
usando a técnica de restrigdo de um codigo linear.

2 Preliminares

Consideremos o corpo finito F; como sendo o alfabeto de um cédigo C. O Coédigo Controle
da Paridade C'Py(n) é um subespago vetorial de [y, obtido ao acrescentar a cada elemento do
espaco Fg_l uma dltima componente, de modo que a soma de todas as entradas seja zero em
F,. Mais precisamente, C'P,(n) é um [n,n — 1,2]-codigo g-ario, dado por

n

CPy(n) ={(c1, - ,cn) s (1,7 yen1) € FZ‘I, ch- = 0}.
i=1

Isto significa que C'Py(n) é um codigo de comprimento n, dimensao n — 1 e distancia minima

2 e, portanto, trata-se de um cédigo detector de um erro simples.

Agora, considere o corpo de funcées F'/F, associado a uma curva algébrica X, ndo-singular,
definida sobre o corpo finito Fy. Sejam P, - - - , P, lugares distintos de grau 1 em F/F,. Considere

o divisor .
D=y r
i=1

e seja G qualquer outro divisor de F'/F, tal que P; ¢ supp(G), para todo i = 1,--- ,n, (ou seja
supp(G) N supp(D) = 0).
O codigo geométrico de Goppa, associado aos divisores D e G, estéd definido como

Ce(D,G) ={(z(P), - ,z(P)) sz € L(G)} C F},

onde L(G) é um espago vetorial definido por
L(G) ={z € F/F, — {0} : div(z) + G > 0} U {0}.

O espago L£(G) ¢é finito dimensional sobre F, e a sua dimensao denota-se por ¢(G). Por
defini¢do temos que dim(G) = dim L(G).

Observagao 2.1 Para um lugar P de grau 1 e um elemento v € F, com vp(x) > 0, temos que
x(P) € o valor de x em P( ou seja, x(P) € Fy e vp(x —2(P)) > 0). vp € dita a valoragio de F
no lugar P.

Um classico e importante resultado da Geometria Algébrica é o Teorema de Riemann-Roch,
que apresentamos a seguir, para o caso especifico do corpo de fungoes F/F,. W & dito divisor
canonico se deg(W) =29 —2 e dim(W) = dim L(W) = g, onde g é o género do corpo F/F, (o
género g ¢ um invariante do corpo de funcoes F'/F, ou da curva algébrica associada).

Teorema 2.1 (Riemann-Roch) Seja W um divisor canénico de F/F,. Entao, para qualquer
divisor A, temos que
dim(A) = deg(A) +1 — g+ dim(W — A).
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Pelo teorema de Riemann-Roch, para o divisor G da definigdo acima, temos
UG) = deg(G) +1— g,

e a igualdade vale se deg(G) > 2g — 1.

Considerando a aplicacido

¢: L(G) — F"

q7

dada por  ¢(z) = (x(Pr),x(Pe), - ,x(Py)),

observamos entao que a imagem de ¢ forma um subespago vetorial de Fy. Este subespago &
precisamente o Cddigo Geométrico de Goppa.

Dado que a aplicacao ¢ acima definida é Fy-linear e Cz(D,G) = ¢(L(G)), temos que
Cr(D,G) é um g-ario codigo linear.

O teorema de Riemann-Roch permite estimar os parametros para estes codigos.

-

Teorema 2.2 Sejam F/Fy um corpo de fungdes algébricas de género g, e D C F(F,) (F(F,) ¢é
o conjunto de lugares de grau 1), com |D| = n (cardinalidade de D). Seja G um divisor com
g < deg(G) < n e supp(G)ND = 0. Entio Cc(D,G) é um [n,k,d]-cidigo linear sobre F,
satisfazendo:

k> deg(G) —g+1, d>n—deg(Q).

Mais ainda, se deg(G) > 2g — 1, entdo k = deg(G) — g + 1.

Se n & muito mais grande do que deg(G), entdo ¢ é um mergulho em Fy e a dimensdo k de
Cr(D,G) éigual a ((G).

Um codigo geométrico de Goppa associado aos divisores do corpo de fungbes F,(2)/F, ¢
chamado de Codigo Geométrico de Goppa racional, onde z € um elemento transcendente de F,.

3 Resultados

Construiremos o codigo CP,(n) como a restricdo de um codigo geométrico de Goppa racional.
Para isso vamos considerar dois casos, dependendo de se o comprimento n do cédigo é divisivel
ou nao pela caracteristica do corpo (alfabeto) F,.

Caso 1: char(F,) { n:

Seja m um inteiro tal que n|¢™ ! e 3 € Fym uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Agora
consideremos o corpo de funcdes racionais Fym(2)/Fgm e denotemos por P; o zero da funcao
z— 7 parai=1,---,n.

Consideremos os divisores

n
G=(Mm-1)Px—Py ¢ D=> P,
i=1
no corpo de fung¢oes Fym (2) /Fgm, onde Py é o lugar zero e Py 0 lugar infinito de z em Fym (2) /Fgm.

Dado que deg(G) = n — 2, o teorema de Riemann-Roch garante que dim(G) =n — 1. Assim
o conjunto {z,22%,---,2" "1} é uma base para o espaco L(G).

Considere agora a aplicacio avaliacdo ¢. Temos que ¢(2/) = (1,3%,---, (8" 1)7) e como 3

uma n-ésima raiz primitiva da unidade, obtemos

n—1

> (B =0,

=0
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ou seja, a soma das componentes € igual a zero. Logo, se x € L(G), entao = é da forma

n—1
T = Zakzk,
k=1
com ay € Fgm, para k =1,--- ,n — 1. Portanto

¢(x) = (x(Pr),x(Po),---,2(Fn))

= (Yt () Zakz (Py), Zakz
= )

n—1
= (Zak,zakﬁ o ,Zak(ﬁn_l)k) :
k=1

k=1

Em consequéncia temos que Cz(D, G) = CPym(n), pois

n—1 n—1 n—1
S ap+ - +Zak i) :Zak(z ):0.
k=1 k=1 i=0

Assim resulta, finalmente, que
Ce(D,G)|f, = CPy(n).

Caso 2: char(F,)|n:

Neste caso, seja m um inteiro tal que (n—1)|¢™ ! e 8 € Fym uma (n—1)-ésima raiz primitiva
da unidade. Consideremos o corpo de funcoes racionais Fym (2)/Fgm e denotemos por P; o zero
da funcdo z — 3! parai=1,--- ,n—1e P, := Py o zero de 2.

Consideremos os divisores
G=(Mn-2Pyx e D= Z P,

no corpo de fungdes racionais Fym (2)/Fgm, como no caso 1.
Como deg(G) = n — 2, entdo dim(G) = n — 1 onde o conjunto {1,z,22,---,2""2} ¢ uma
base para o espago L(G). Assim ¢(1) = (1,1,---,1) e

¢>(Zj) — (17@” o ’(ﬁn—Q)j70)_

Entdo ¢ claro que a soma das componentes de ¢(1) e ¢(27), para j = 1,2,--- ,n — 2, ¢ igual a
zero. Desta forma, como no caso anterior, obtemos

Cr(D, G|, = CPy(n).

4 Exemplos

1) O cédigo CP»(3)
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Dado que 2 t 3, seja € Fy uma terceira raiz primitiva da unidade. Considere o corpo de
funcdes racionais Fy(z)/F4. Dado que Fy = {0,1, 3, 3%}, denotemos os lugares de grau 1, em
Fy(2)/F4, por Py, P1, P, Ps2, Ps. Agora considere os divisores

D=P +Ps+Pp e G=2Py — P,

em Fy(z)/Fs. Assim temos que {z,22} ¢ uma base para o espaco £(G). Segue que, dos 16
elementos de £(G), os tnicos cuja imagem a respeito de ¢ estio em F3 sdo

{0,z + 2%, Bz + %22, 8%z + B2}
Desta forma, a imagem é exatamente {(0,0,0), (0,1,1),(1,1,0),(1,0,1)}. Assim

Cr(D,G)|g, = CPy(3).

2) O codigo CPx(4)

Dado que 2|4, considere 3 € Fy4 e o corpo de fungoes racionais Fy(z)/F4 como no caso anterior.
Agora considere os divisores

D=P +Ps+Pp+P e G=2Py,

em Fy(2)/Fy. Assim temos que {1, 2,22} ¢ uma base para o espaco L(G). Segue que os tinicos
elementos cuja imagem a respeito de ¢ estao em F% e suas respectivas imagens sao:

0 (0,0,0,0)

1 (1,1,1,1)

z+ 2* (0,1,1,0)

Bz + 3222 (1,1,0,0)
B2z + 322 (1,0,1,0)
z+ 22 +1 (1,0,0,1)
Bz+ 3222 +1 1 (0,0,1,1)
%z + 322 +1 | (0,1,0,1)

Obtemos assim Crz (D, G)|g, = CPa(4).

Observacao 4.1 Todo cidigo ciclico pode ser definido por determinadas condigdes de anula-
mento. Isto conduz a uma classe importante de cédigos: os cédigos BCH (Bose-Chaudhuri-
Hocquenghem,). Assim, os cédigos BCH sdo codigos ciclicos construidos a partir de um adequado
conjunto de raizes n-ésimas da unidade, fornecendo uma cota inferior para sua distdncia minima.

Os codigos de Goppa (cldssicos) foram introduzidos por meio de certas rela¢oes polinomiais,
generalizando assim os codigos BCH. Esta classe de cddigos podem ser apresentados desde um
outro ponto de wista, ilustrando um caminho para um processo de construcdo mais geral dos
cddigos algébrico-geometricos de Goppa. Tal processo de construcao requer conhecimentos solidos
sobre curvas algébricas, um assunto enquadrado dentro da chamada Geometria Algébrica. Para
o caso de curvas algébricas nao-singulares, existe uma correspondéncia (isomorfismo) com um
corpo de fungoes algébricas. Isto significa que a todo corpo de funcdes algébricas esta associado
uma (inica, salvo isomorfismo) curva algébrica projetiva nao-singular (veja-se [1]).
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