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Resumo: Clusterização é o processo de organizar uma coleção de padrões em grupos baseados
em suas similaridades. Técnicas de agrupamento fuzzy objetivam encontrar grupos aos quais
todo objeto da base de dados pertence em algum grau de pertinência. Este trabalho apresenta
uma extensão intervalar do algoritmo fuzzy c-means. Esta extensão possibilita que a entrada de
dados e o grau de pertinência sejam intervalos. Possibilitando assim, representar os dados sem
nenhuma conversão dos dados intervalares para pontuais.
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1 Introdução

Diariamente as pessoas armazenam ou representam grandes quantidades de dados com o propósito
de análisa-los e manipulá-los posteriormente. Para aprender algo novo ou entender um fenômeno,
é normal as pessoas sempre tentarem procurar as caracteŕısticas que descrevam este objeto ou
fenômeno e em seguida compará-los com outros objetos ou fenômenos conhecidos, baseado na
similaridade ou dissimilaridade. Deste fato decorre o papel de sistemas de classificação ou de
clusterização para a aquisição de conhecimento.

Análise de cluster é uma técnica aplicada a diversas áreas como a mineração de dados,
reconhecimento de padrões e processamento de imagens. Algoritmos de clusterização têm por
objetivo particionar um conjunto de dados em clusters de tal forma que tenham um alto grau
de similaridade, enquanto indiv́ıduos pertencentes a diferentes clusters tenham alto grau de
dissimilaridade.

Nos métodos de Clusterização hard cada ponto no conjunto de dados pertence a exatamente
um cluster. Clusterização Fuzzy de uma forma bem geral, tem a sua partição baseada na ideia
de funções de pertinência expressa por um grau de pertinência referente a um cluster, isto é, os
algoritmos fuzzy associam um dado a todos os clusters através da variação do grau de pertinência
do dado em cada cluster.

O uso da representação da entrada dos dados na forma intervalar, garante a segurança na
sua qualidade através do grau de incerteza, o diâmetro do intervalo, que pode ser visto como
um indicativo da influência de erros nos dados a serem processados.

Em [1] foi proposto uma extensão intervalar do algoritmo fuzzy c-means, onde cada dado
de entrada é um intervalo. Para calcular a distância de cada ponto a um determinado cluster
(de intervalo) é usado a distância Euclidiana. Na finalidade de validar o método proposto, foi
realizado vários testes em conjuntos de dados intervalares, um consistindo na classificação de
carros por determinada caracteŕıstica e outro pela variação da temperatura em diversas cidades.

A proposta em [2] também é uma extensão do algoritmo fuzzy c-means para o processamento
dados intervalares. Simulações são realizadas de um conjunto de dados reais obtidos de um
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sistema de transporte real. O algoritmo proposto provém do algoritmo fuzzy c-means e permite
processar conjunto de dados intervalares e mostra que a proposta desse algoritmo pode ser usado
para extrair regras de intervalos fuzzy tipo 2.

Foi proposto em [3] uma outra maneira de trabalhar com dados intervalares. Este é denomi-
nado método do centro. Consite em calcular a média aritmética dos valores mı́nimos e máximos
para cada dado intervalar de entrada.

O método proposto em [4] é uma extensão do método do centro [3]. Nessa extensão, os
dados são decompostos em dois conjunto de dados. Um consiste nos valores mı́nimo e o outro
consiste nos valores máximos. Atribui-se pesos para essa séries de dados nos valores mı́nimos e
máximos, respectivamente.

Em diversas pesquisas utilizando dados intervalares, como por exemplo descrito em [1][2],
são propostas adaptações no algoritmo fuzzy c-means para lidar com dados intervalares. Porém
os algoritmo propostos por eles usam graus de pertinências pontuais.

Clusterizando dados de entrada como intervalos, [3] e [4] também não consideram graus de
pertinências intervalares.

Os trabalhos [1][2][3] e [4] lidam com dados intervalares mas com uma perspectiva pontual
no sentido que os graus de pertinências e as métricas são pontuais.

A extensão do algoritmo fuzzy c-means proposta neste trabalho, não realiza nenhuma con-
versão dos dados de entrada intervalares para pontuais, nas operações matemáticas do algoritmo,
preza-se os dados intervalares. Então a vantagem é que nesta clusterização do algoritmo fuzzy
c-means consideram graus de pertinências intervalares propiciando conhecer ainda mais a im-
precisão nos dados de entrada. O grande trunfo deste algoritmo é sempre manter os dados de
entrada e operações com intervalos e quando necessário calcular a distância de cada ponto ao
centro de cada cluster, usar uma métrica intervalar em vez de usar uma métrica pontual como
a distância Euclidiana.

A seção 2 mostra as principais operações e funções intervalares especiais na matemática
intervalar, destacando-se a forma de calcular a distância entre dois intervalos. Para a seção
3, mostra-se a análise de cluster pontual e a nova extensão do algoritmo proposto baseado no
fuzzy c-means. A seção 4 mostra os resultados do algoritmo proposto. Finalmente, a conclusão
é discutida na seção 5.

2 Matemática Intervalar

A Matemática Intervalar considera um conjunto de métodos para manipulação de intervalos
numéricos que aproximam dados incertos. Na computação cient́ıfica, os intervalos podem ser
aplicados para representar valores desconhecidos e, também para representar valores cont́ınuos.
Servem para controlar o erro de arredondamento e para representar dados inexatos, apro-
ximações e erros de truncamento de procedimentos [5]. Estes métodos baseiam-se na definição
da Aritmética Intervalar e do produto escalar ótimo [6].

Destacam-se a seguir, as principais operações e funções da matemáticas intervalar utilizadas
para este trabalho:

2.1 Operações básicas

Sejam, X,Y ∈ IR dois intervalos reais, com X = [x;x] e Y =
[
y; y
]
. As operações aritméticas

intervalares de adição, subtração, multiplicação e divisão são vistas na tabela 1.
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Tabela 1: Principais operações sobre intervalos
Descrição Operações
Adição X + Y =

[(
x+ y

)
; (x+ y)

]
Subtração X − Y =

[
(x− y) ;

(
x− y

)]
Multiplicação X×Y = [min{x×y, x×y, x×y, x×y}; max{x×

y, x× y, x× y, x× y}]
Divisão X

Y =
[
min

{
x
y ,

x
y ,

x
y ,

x
y

}
; max

{
x
y ,

x
y ,

x
y ,

x
y

}]
com

0 /∈
[
y; y
]

Os intervalos reais têm várias semânticas como, por exemplo, representação de números
reais, quanto mais próximos os extremos do intervalo estiverem do valor “correto”, melhor será
a representação desse valor. A definição de ordem entre intervalos depende da abordagem ou
semântica utilizada. Para este trabalho utilizou-se da ordem de Kulisch-Miranker [7], conforme
definição a seguir.

Definição 2.2. Sejam dois intervalos X = [x;x] e Y = [y; y], a ordem de Kulisch-Miranker
define que [x;x] ≤K [y; y]⇔ x ≤ y e x ≤ y.

2.3 Funções Intervalares Especiais

• Define-se os expoentes de uma função intervalar sendo n ∈ N conforme mostrado na
equação (1).

Xn =


[xn;xn] se x < 0 e n for par
[0; max ([xn;xn])] se x < 0 < x e n for par
[xn;xn] caso contrário

(1)

• Define-se a raiz fracionário intervalar na equação (2)

n
√
X =

{ [
n
√
x; n
√
x
]

se x ≥ 0
↑ caso contrário

(2)

Observe que X
m
n = ( n

√
X)m.

2.4 Métrica Intervalar

Em [8] é considerado que a distância entre dois intervalos é um número real, o que não é
natural. A para o time B, são 3 pontos, 27 e 30 respectivamente. Pode-se prever essa distância
na tabela de pontuação nas próximas duas rodadas. Há como imaginar essa diferença dentre
as possiblidades posśıveis, porém não há como ter certeza dos resultados de cada jogo. Ao
analisar o time A, considerando sua pontuação mı́nima, não havendo vitórias e a sua pontuação
máxima, com duas vitórias, podeŕıamos representar a previsão da pontuação a ser alcançada na
forma de intervalos, sendo A = [27; 33] e o outro time, B = [30; 36]. Com esta representação
podemos prever a diferença de pontuação mı́nima e máxima entre os times após duas rodadas,
neste exemplo, o intervalo [0; 9].

Foi proposto em [9] uma “métrica”para dados intervalares, na qual a distância entre dois
intervalos também é um intervalo, sem perder as caracteŕısticas da métrica euclidiana quando
se trata de números reais ou intervalos degenerados.

Definição 2.5 (Uma distância essencialmente intervalar). Sejam X e Y ∈ IR. A distância
essencialmente intervalar entre X e Y , denotada por dMI(X,Y ), é o intervalo da equação (3).

dMI(X;Y ) = [min {d(x; y) : x ∈ X e y ∈ Y } ; max {d(x; y) : x ∈ X e y ∈ Y }] (3)

onde d(x; y) é a distância usual (|x− y|) entre dois números reais.
— 742 —



Proposição 2.6. Sejam X e Y ∈ IR. Então

dMI(X;Y ) =
{

[0; max(|X − Y |; |X − Y |)] se X ∩ Y 6= ∅[
min(|X − Y |; |X − Y |); max(|X − Y |; |X − Y |)

]
se X ∩ Y = ∅ (4)

Resultados intervalares carregam consigo a segurança de sua qualidade e o grau de sua
incerteza, pois o diâmetro do intervalo solução é um indicativo da influência dos erros dos dados
de entrada e dos erros de arredondamento e truncamento no erro do resultado final obtido [10].

3 Análise de Cluster Intervalar

De acordo com [11], a técnica de clusterização (clustering) ou agrupamento procura identificar
um conjunto de categorias ou classes para descrever os dados.

Segundo [12][13], na clusterização parte-se de uma situação em que não existem classes,
somente elementos de um universo. A partir destes elementos, as técnicas de clusterização são
responsáveis por definir as classes e enquadrar os elementos.

Entre os diversos algoritmos de clusterização existentes, este trabalho deter-se-á a interva-
lização do algoritmo proposto por [14] chamado Fuzzy C-Means (FCM).

Baseado na estrutura do FCM [15], é proposto um algoritmo para a clusterização de dados
intervalares, denominado Interval Fuzzy C-Means (IFCM).

O IFCM tenta de encontrar conjuntos nos dados minimizando uma função objetiva mostrada
na equação (5):

J =
n∑

i=1

c∑
j=1

µm
ijdMI (Xi;Cj)

2 (5)

onde:

• n é o número de dados intervalares;

• c é o número de clusters considerados no algoritmo, o qual deve ser decidido antes da
execução;

• m é um fator de fuzziness (um valor maior do que 1) 1;

• Xi é o i-ésimo dado intervalar;

• Cj é o centro (intervalo) do j-ésimo cluster;

• dMI (Xi;Cj) é a distância intervalar entre Xi e Cj ;

A entrada do algoritmo são n dados intervalares, o número de cluster c e o valor m. Suas
etapas são:

1. Inicialize µ com subintervalos de [0; 1] aleatórios associados a cada par (dados/clusters)
tais que para cada par dados/cluster (Xi; j) e aj ∈ µi,j temos que existem ak ∈ µi,k para
todo k ∈ {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , c} satisfazendo

c∑
k=1

ak = 1

1Só consideramos valores racionais para não complicar o cálculo das equações (5), (6) e (7). Uma vez que na
prática são usados m racionais.
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2. calcule o centro do cluster j da seguinte maneira:

Cj =

n∑
i=1

µm
ijXi

n∑
i=1

µm
ij

(6)

3. calcule um valor inicial (um intervalo de dado) para J usando a equação (5)

4. calcule a tabela de função de pertinência fuzzy intervalar conforme mostrado na equação (7)

µij =

(
1

dMI(Xi;Cj)

) 1
m−1

c∑
k=1

(
1

dMI (Xi;Ck)

) 1
m−1

(7)

5. retornar a etapa 2 até que uma condição de parada seja alcançada.

Algumas condições de parada posśıveis são:

• Um número de iterações pré-fixado foi executado, e pode-se considerar que o algoritmo
conseguiu agrupar (“bom o bastante”) os dados;

• o usuário informa um valor de parada ε > 0, e se

dMI (JU ; JA) ≤ [ε; ε]

então pára, onde JA é a função objetiva (equação (5)) calculada da iteração anterior e JU

é a função objetiva da última iteração.

Proposição 3.1. A cada iteração, cada par dado/cluster (Xi, j) e aj ∈ µi,j temos que existem
ak ∈ µi,k para todo k ∈ {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , c} satisfazendo

c∑
k=1

ak = 1

Demonstração. Direto do fato que a versão pontual do cálculo de µi,j satisfaz a propriedade de

c∑
k=1

µi,k = 1

a cada iteração.

4 Resultados

A implementação do algoritmo foi realizada no ambiente C++ (compilador g++ 4.4), no sistema
operacional Linux (Ubuntu 9.04) e utilizou-se a biblioteca C-XSC (versão 2.2).

A entrada dos dados é mostrado na tabela 2. Os dados a serem agrupados é mostrado na
coluna X. As colunas Cluster 1 e Cluster 2 são os graus de pertinências (aleatórios) de cada
dado de entrada, satisfazendo as condições da etapa 1 do algoritmo.
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Tabela 2: Entrada de dados
DADOS X CLUSTER 1 CLUSTER 2

1 [1110; 1112] [0, 04; 0, 05] [0, 95; 0, 96]
2 [666; 668] [0, 05; 0, 06] [0, 94; 0, 95]
3 [100; 102] [0, 09; 0, 10] [0, 90; 0, 91]
4 [108; 110] [0, 10; 0, 11] [0, 89; 0, 90]
5 [1207; 1209] [0, 13; 0, 14] [0, 86; 0, 87]
6 [653; 655] [0, 70; 0, 71] [0, 29; 0, 30]
7 [118; 120] [0, 25; 0, 30] [0, 70; 0, 75]
8 [198; 200] [0, 80; 0, 81] [0, 19; 0, 20]
9 [1195; 199] [0, 35; 0, 36] [0, 64; 0, 65]
10 [100; 102] [0, 84; 0, 85] [0, 15; 0, 16]

O resultado do algoritmo IFCM é mostrado na tabela 3.

Tabela 3: Resultado do algoritmo IFCM
DADOS X CLUSTER 1 CLUSTER 2

1 [1110; 1112] [0.000230; 0.000257] [0.999743; 0.999770]
2 [666; 668] [0.123565; 0.131582] [0.868418; 0.876435]
3 [100; 102] [0.999992; 0.999996] [0.000004; 0.000008]
4 [108; 110] [0.999996; 0.999999] [0.000001; 0.000004]
5 [1207; 1209] [0.001694; 0.001811] [0.998189; 0.998306]
6 [653; 655] [0.154389; 0.164010] [0.835990; 0.845611]
7 [118; 120] [0.999998; 1.000000] [0.000000; 0.000002]
8 [198; 200] [0.999971; 0.999982] [0.000018; 0.000019]
9 [1195; 199] [0.001411; 0.001513] [0.998487; 0.998589]
10 [100; 102] [0.999992; 0.999996] [0.000004; 0.000008]

O sistema convergiu após 18 iterações. Os parâmetros de entrada foram 10 dados, 2 clusters,
m = 1, 25 e ε = 0, 01.

5 Conclusões

A análise de cluster não é um processo realizado em apenas uma execução. Em muitas cir-
cunstâncias, é necessário uma série de tentativas e repetições. Ainda, não há um critério uni-
versal e efetivo para guiar a seleção de atributos e de algoritmos de clusterização. Critérios
de validação provêm impressões sobre a qualidade dos clusters, mas como escolher este mesmo
critério é ainda um problema que requer mais esforços [16].

Este trabalho apresentou um estudo das principais operações e funções especiais da ma-
temática intervalar e mostrou os procedimentos de análise de clusters. Estudou-se outros algo-
ritmos de clusterização para a entrada de dados intervalares e conclui-se que a proposta neste
trabalho apresenta vantagens por nunca realizar uma conversão de dados intervalares para dados
pontuais e os graus de pertinências manterem-se como intervalos.

Na extensão intervalar do algoritmo fuzzy c-means proposto neste artigo, houve a aplicação
de duas técnicas: a matemática intervalar e a teoria dos conjuntos difusos. Desta forma, é
posśıvel tratar os dados de entrada imprecisos em resultados com funções de pertinências inter-
valares.
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