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Resumo: Este trabalho aborda a estabilidade estocástica de Sistemas Lineares com Saltos
Markovianos (SLSM) a tempo cont́ınuo. Os SLSM são definidos como uma famı́lia de sistemas
lineares com parâmetros de saltos aleatórios governados por um processo de Markov com saltos,
geralmente usados para descrever sistemas sujeitos a falhas ou reparos em sua estrutura. No
modelo estudado o horizonte do problema é definido por um tempo de parada τ do processo que
representa a ocorrência de um número N de falhas ou reparos no peŕıodo (TN ). O conceito de
τ -estabilidade é empregado uma vez que os conceitos de estabilidade usuais relacionados a pro-
blemas com horizonte puramente infinito não são adequados neste caso. Condições necessárias
e suficientes para garantir a estabilidade estocástica são obtidas.

Palavras-chave: Sistemas lineares com saltos Markovianos, Estabilidade estocástica, Tempos
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1 Introdução

Considere um sistema linear a tempo cont́ınuo sujeito a mudanças abruptas em seus parâmetros
que podem ser modeladas por uma cadeia de Markov a tempo cont́ınuo. Esta classe de sistemas
é conhecida na literatura como Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSM) a tempo
cont́ınuo, vide (1) e (2).

Os SLSM têm sido extensivamente estudados desde a contribuição pioneira de Krasovskii
e Lidskii [6], vide por exemplo [3] e as referências áı contidas. Com respeito a condições de
estabilidade, problemas de controle ótimo e aplicações, vide por exemplo [1, 5, 2].

Uma situação de interesse a ser considerada consiste em se estudar esta classe de sistemas até
a ocorrência de um evento aleatório τ , mais especificamente, um tempo de parada τ do processo
conjunto {xk, θk; k ≥ 0} descrito por (1) e (2). O tempo de parada τ pode representar situações
interessantes do ponto de vista das aplicações. Por exemplo, τ pode ser a n-ésima falha ou reparo
acumulado do sistema. Ou ainda, τ pode representar a ocorrência de uma “falha grave”, que
pode ocorrer após um número aleatório de falhas. Em ambas as situações o sistema é paralisado
para manutenção.

Neste contexto, os conceitos usuais de estabilidade estocástica encontrados na literatura não
são adequados, uma vez que são indicados para problemas com horizonte puramente infinito,
e não para problemas cujo horizonte seja definido por um tempo de parada. Por este motivo,
adaptaremos o conceito de τ -estabilidade introduzido em [4] para SLSM a tempo discreto, cf. (1).

O artigo é organizado da seguinte forma. Na seção 2 apresentamos as definições básicas e
na Seção 3 as condições necessárias e suficientes para a τ -estabilidade são obtidas.
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2 Notação e Formulação do Problema

Ao longo deste artigo, a seguinte notação será utilizada. Denota-se o espaço real n-dimensional
por R

n e Mr×m (Mr) o espaço linear normado formado por todas as matrizes reais r×m (r×r).
A transposta da matriz U é denotada por U ′ e escrevemos U ≥ 0 (U > 0) para indicar que a
matriz U ∈ Mr é semidefinida (definida) positiva. Assim, o cone convexo fechado (aberto) de
todas as matrizes semidefinidas (definidas) positivas em Mr é denotado por Mr0 = {U ∈ Mr :
U = U ′ ≥ 0} (Mr+). O espaço linear formado pelas sequências de s matrizes reais em Mr×m

(Mr) é representado por M
r×m = {U = (U1, · · · , Us) : Ui ∈ Mr×m, i ∈ {1, . . . , s}} (Mr).

Por simplicidade, escreve-se M
r0 quando Ui ∈ Mr0, para todo i ∈ {1, . . . , s} e M

r+ quando
Ui ∈ Mr+, para todo i ∈ {1, . . . , s}. A norma da matriz U é indicada por ‖U‖ e 11{.} representa
a medida de Dirac. Por sua vez, λ(U) indica um autovalor e rσ(U) o raio espectral de U ∈ Mr,
respectivamente. O operador E[·] indica o valor esperado.

Dado o espaço de probabilidade fundamental (Ω, F, {Ft}, P ), considere o SLSM autônomo S
descrito pela seguinte equação estocástica

S :

{

ẋt = A(θt)xt, x0 ∈ R
n, θ0 ∼ µ

yt = C(θt)xt, t ≥ 0,
(1)

onde {xt, θt; t ≥ 0} são os estados do processo tomando valores em R
n × X, {θt; t ≥ 0} é

uma cadeia de Markov a tempo cont́ınuo, com espaço de estados X = {1, . . . , s}, distribuição
inicial µ = (µ1, . . . , µs) onde µi = P (θ0 = i), ∀i ∈ X e matriz de probabilidade de transição
P = [pij ], ∀i, j ∈ X, definida como

pij = P (θt+∆ = j | θt = i) =

{

λij∆ + o(∆), i 6= j

1 + λii∆ + o(∆), i = j,
(2)

com ∆ > 0. A taxa de transição de i para j ( i 6= j) é indicada por λij ≥ 0 e λi := −λii =
∑

j 6=i λij < ∞. As matrizes A(θt) eC(θt) são funções do processo aleatório de saltos {θt; t ≥ 0}.
O conjunto X contém os modos de operação do sistema (1) sendo que, para cada θt = i ∈ X,
a matriz Aθt

∈ Mr (associada ao “i-ésimo” modo), será indicada por Aθt
:= Ai. O processo

acima definido satisfaz a propriedade forte de Markov.
O modelo estocástico definido por (1) e (2) pertence a categoria dos sistemas h́ıbridos 1.

Estes sistemas apresentam diferentes configurações ou modos de operações. A mudança entre
um modo de operação e outro é associada a um parâmetro de saltos aleatórios discretos cuja
evolução no tempo é determinada pela probabilidade de transição acima definida. Esta ca-
racteŕıstica tem sido usada para modelar uma variedade de sistemas dinâmicos. Por exemplo,
sistemas sujeitos a mundanças abruptas em seus parâmetros como consequência de falhas em
seus componentes. Neste artigo estamos interessados em estudar a estabilidade de tais sistemas
até a ocorrência de de um número fixo N de falhas ou reparos. Neste sentido, consideramos a
sequência de {Ft}-tempos de parada contendo os sucessivos instantes de ocorrência de falhas
(ou reparos) e então estudamos a estabilidade do sitemas (1) e (2) de acordo com estes tempos
de parada .

3 Estabilidade Estocástica

Nesta seção apresentamos as condições necessárias e suficientes para a estabilidade dos SLSM
acima descritos associada com uma classe de {Ft}-tempos de parada. Inicialmente, definimos a
sequência T N = {Tn; n = 0, 1, . . . , N} de tempos de parada associada aos instantes de salto:

T0 = 0, Tn = min{t > Tn−1 : θt 6= θTn−1
}, n = 1, . . . , N. (3)

1Uma vez que parte do processo assume valores cont́ınuos (xt ∈ R
n, a saber, os estados lineares), e outra parte

assume valores discretos (θt ∈ X, a saber, os instantes de salto).
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Note que, eventualmente Tn = +∞ para algum n = 1, . . . , N , com probabilidade não-nula.

Definição 1. Seja τ ∈ T N um tempo de parada com respeito à {Ft}. Então, o sistema S é
τ -Estocasticamente Estável (τ -EE) se

E
[

∫ ∞

t=0

‖xt‖
211{τ≥t}dt

]

< ∞,

para qualquer condição inicial x0 e distribuição inicial µ.

O Teorema a seguir apresenta as condições para a τ -estabilidade estocástica.

Teorema 1. As seguintes afirmações são equivalentes:

i) O sistema S é τ -EE;

ii) Para qualquer conjunto de matrizes Q em M
n, existe um único conjunto de matrizes

P ∈ M
n satisfazendo as equações de Lyapunov

(Ai − λiI/2)
′Pi + Pi(Ai − λiI/2) + Qi = 0, ∀i ∈ X; (4)

iii) rσ{λ(Ai − λiI/2)} < 0, ∀i ∈ X.

Demonstração. (ii) ⇔ (iii) Esta equivalência é bem conhecida da teoria de estabilidade de Lya-
punov, vide [8].

(ii) ⇒ (i) Para a prova utilizamos um argumento de indução sobre T N . Inicialmente, defina
o funcional

Vt(xt, θt) = x′
t(L(θt)11{t<T} + S(θt)11{t=T})xt

onde L(θt) ∈ Mn+ é a solução de

A′
iLi + LiAi − λiLi +

∑

j 6=i

λijSi + Qi = 0, ∀i ∈ X, (5)

com S(θt) ∈ Mn+.
A existência de L ∈ M

n+ acima deriva da condição (ii). Considere o operador infinitesimal
A do processo conjunto {xt, θt; t ≥ 0}

AVt(xt, θt) = lim
∆→0

1

∆
{Et[Vt+∆(xt+∆, θt+∆)] − Vt(xt, θt)}.

De acordo com [7], temos que

AVt(xt, θt) = x′
t



A(θt)
′L(θt) + L(θt)A(θt) − λθtθt

L(θt) +





∑

j 6=θt

λθtjSj







 xt11{T≥t}.

Entretanto, se existe P ∈ M
n+ solução de (4), então existe L ∈ M

n+ solução de (5), e a relação
acima pode ser escrita como

AVt(xt, θt) = −x′
tQ(θt)xt11{T≥t}. (6)

Agora, observe que

∫ κ

t=0

E0[AVt(xt, θt)]dt = E0[Vκ(xκ, θκ)] − V0(x0, θ0).
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Aplicando (6) e considerando que Q,S ∈ M
n+, temos

−

∫ κ

t=0

E0[x
′
tQ(θt)xt11{T>t}]dt = E0[Vκ(xκ, θκ)] − V0(x0, θ0).

Tomando o limite quando κ → ∞ e definindo Q̂(i) = S(i)11{T=t} + Q(i)11{T>t}, ∀i ∈ X segue
que

lim
κ→∞

∫ κ

t=0

E0[x
′
tQ(θt)xt11{T≥t}]dt ≤ x′

0L(θ0)x0,

uma vez que E[Vκ(xκ, θκ)] > 0, ∀κ ≥ 0. Para algum δ > 0, da inequação acima obtemos

lim
κ→∞

∫ κ

t=0

E0[‖xt‖
211{T≥t}]dt ≤

1

δ
x′

0L(θ0)x0 < ∞.

Portanto, o sistema S é τ -EE.
Assuma agora que, para τ = Tn a inequação

lim
κ→∞

∫ κ

t=0

E0[x
′
tQ(θt)xt11{Tn≥t}]dt < ∞ (7)

seja válida. Assim, fixando Q = I, segue que E0[‖xTn
‖2] < ∞.

Para τ = Tn+1,

lim
κ→∞

∫ κ

t=0

E0[x
′
tQ(θt)xt11{Tn+1≥t}]dt =

lim
κ→∞

E0[

∫ κ

t=0

x′
tQ(θt)xt11{Tn>t}dt +

∫ κ

t=Tn

x′
tQ(θt)xt11{Tn≤t≤Tn+1}dt]. (8)

Note que, usando as propriedades de homogeneidade e a propriedade forte de Markov, o segundo
termo, condicionado ao conhecimento de {xTn

, θTn
}, pode ser reescrito como

lim
κ→∞

ETn
[

∫ κ

t=Tn

x′
tQ(θt)xt11{Tn≤t≤Tn+1}dt] =

lim
κ→∞

E[

∫ κ−Tn

t=0

x′
tQ(θt)xt11{t≤T1}dt | x0 = xTn

, θ0 = θTn
] < x′

Tn
L(θTn

)xTn
. (9)

Logo, conclúımos de (8) e (9) que

lim
κ→∞

∫ κ

t=0

E0[x
′
tQ(θt)xt11{Tn+1≥t}]dt ≤ lim

κ→∞
E0[

∫ κ

t=0

x′
tQ(θt)xt11{Tn>t}dt + x′

Tn
L(θTn

)xTn
]

≤ lim
κ→∞

E0[

∫ κ

t=0

x′
tQ(θt)xt11{Tn≤t}dt + x′

Tn
(L(θTn

) − Q(θTn
))xTn

] < ∞.

Portanto, de (7) temos que o sistema é τ -EE.
(i) ⇒ (ii) Assuma que τ = T e defina o funcional

x′
sL(θs)xs := Es

[∫ ∞

t=s

x′
tQ(θt)xt11{T>t}dt + x′

T SθT
xT

]

, ∀(x0, θ0) ∈ R
n × X. (10)

O lado direito de (10) pode ser expresso como

x′
sLθs

xs = Es

[∫ s+∆

t=s

x′
tQ(θt)xt11{T>t}dt+

Es+∆

[(∫ ∞

t=s+∆

x′
tQ(θt)xt11{T>t}dt + x′

T SθT
xT

)

11{T≥s+∆}

]]

. (11)
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Adicionalmente,

Es+∆

[(∫ ∞

t=s+∆

x′
tQ(θt)xt11{T>t} + x′

T S(θT )xT

)

11{T≥s+∆}

]

=

Es+∆

[(∫ ∞

t=s+∆

x′
tQ(θt)xt11{T>t} + x′

T SθT
xT

)

11{T>s+∆} + x′
T SθT

xT 11{T=s+∆}

]

. (12)

Desta forma, de acordo com a propriedade de Markov, aplicando homogeneidade em (12) e
introduzindo-a em (11), temos que

x′
sL(θs)xs = Es

[∫ s+∆

t=s

x′
tQ(θt)xt11{T>t}dt + x′

s+∆L(θs+∆)xs+∆11{T>s+∆}+

x′
T SθT

xT 11{T=s+∆}

]

. (13)

Dividindo ambos os lados de (13) por ∆, e tomando o limite quando ∆ → 0, obtemos

A′
iLi + LiAi − λiLi +

∑

j 6=i

λijSi + Qi = 0, ∀i ∈ X, (14)

uma vez que xs é arbitrário. Logo, da teoria de estabilidade de Lyapunov, a existência do
conjunto P ∈ M

n+ satisfazendo (4) está assegurada.
Para o caso geral (τ = TN ) temos

E

[∫ ∞

t=0

x′
tQ(θt)xt11{TN>t} + x′

TN
S(θTN

)xTN

]

< ∞

o que implica, da propriedade forte de Markov, em

ETn

[∫ ∞

t=Tn

x′
tQ(θt)xt11{Tm+1>t} + x′

Tn
S(θTn

)xTn

]

< ∞, n = 0, 1, . . . , N − 1. (15)

Aplicando novamente a propriedade de homogeneidade, segue que (15) é equivalente à (10) com
x0 = xTn

e θ0 = θTn
e a existência de um conjunto de matrizes P ∈ M

n+ satisfazendo (4) está
garantida.

Nota 1. Se o sistema S tem um único modo de operação (s = 1), é deterministico e as condições
(ii) e (iii) se reduzem à condição usual de estabilidade de sistemas lineares.

Nota 2. Mesmo que o sistema S possua modos de operação instáveis no sentido determińıstico,
ele pode ser τ -EE se a taxa de transição destes modos de operação é suficientemente grande
para garantir que a condição (iii) no Teorema 1 seja verdadeira.

4 Conclusão

Neste trabalho estudamos a estabilidade estocástica de sistemas lineares com saltos Marko-
vianos a tempo cont́ınuo limitada à ocorrência de um evento aleatório τ . Este evento representa
a ocorrência de um número fixo de falhas ou reparos após as quais o sistema é paralisado para
manutenção. O conceito de τ -estabilidade é empregado, tendo em vista que os conceitos usuais
de estabilidade estocástica encontrados na literaruta referem-se a problemas com horizonte pura-
mente infinito e não são adequados ao modelo proposto. São apresentadas condições necessárias
e suficientes para a τ -estabilidade estocástica do sistema.
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