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Resumo: Fste trabalho aborda a estabilidade estocdstica de Sistemas Lineares com Saltos
Markovianos (SLSM) a tempo continuo. Os SLSM sio definidos como uma familia de sistemas
lineares com parametros de saltos aleatorios governados por um processo de Markov com saltos,
geralmente usados para descrever sistemas sujeitos a falhas ou reparos em sua estrutura. No
modelo estudado o horizonte do problema é definido por um tempo de parada T do processo que
representa a ocorréncia de um nimero N de falhas ou reparos no periodo (T ). O conceito de
T-estabilidade € empregado uma vez que os conceitos de estabilidade usuais relacionados a pro-
blemas com horizonte puramente infinito ndo sao adequados neste caso. Condi¢des necessdrias
e suficientes para garantir a estabilidade estocdstica sdo obtidas.
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1 Introducao

Considere um sistema linear a tempo continuo sujeito a mudangas abruptas em seus parametros
que podem ser modeladas por uma cadeia de Markov a tempo continuo. Esta classe de sistemas
é conhecida na literatura como Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSM) a tempo
continuo, vide (1) e (2).

Os SLSM tém sido extensivamente estudados desde a contribuicao pioneira de Krasovskii
e Lidskii [6], vide por exemplo [3] e as referéncias ai contidas. Com respeito a condigoes de
estabilidade, problemas de controle 6timo e aplicagoes, vide por exemplo [1, 5, 2].

Uma situacao de interesse a ser considerada consiste em se estudar esta classe de sistemas até
a ocorréncia de um evento aleatério 7, mais especificamente, um tempo de parada 7 do processo
conjunto {xg, 0x; k > 0} descrito por (1) e (2). O tempo de parada 7 pode representar situagoes
interessantes do ponto de vista das aplicacoes. Por exemplo, 7 pode ser a n-ésima falha ou reparo
acumulado do sistema. Ou ainda, 7 pode representar a ocorréncia de uma “falha grave”, que
pode ocorrer apos um nimero aleatorio de falhas. Em ambas as situacoes o sistema é paralisado
para manutencao.

Neste contexto, os conceitos usuais de estabilidade estocéstica encontrados na literatura nao
sao adequados, uma vez que sao indicados para problemas com horizonte puramente infinito,
e nao para problemas cujo horizonte seja definido por um tempo de parada. Por este motivo,
adaptaremos o conceito de T-estabilidade introduzido em [4] para SLSM a tempo discreto, cf. (1).

O artigo ¢é organizado da seguinte forma. Na secao 2 apresentamos as definicbes bésicas e
na Segao 3 as condigOes necessarias e suficientes para a T-estabilidade sdo obtidas.
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2 Notacao e Formulacao do Problema

Ao longo deste artigo, a seguinte notacao serd utilizada. Denota-se o espaco real n-dimensional
por R™ e M"™™ (M") o espago linear normado formado por todas as matrizes reais r xm (r xr).
A transposta da matriz U é denotada por U’ e escrevemos U > 0 (U > 0) para indicar que a
matriz U € M" é semidefinida (definida) positiva. Assim, o cone convexo fechado (aberto) de
todas as matrizes semidefinidas (definidas) positivas em M" é denotado por M™ = {U € M" :
U=U" >0} (M""). O espago linear formado pelas sequéncias de s matrizes reais em M"*™
(M") é representado por M"™" = {U = (Uy,---,Us) : U € M™™ i € {1,...,s}} (M").
Por simplicidade, escreve-se M™ quando U; € M™, para todo i € {1,...,s} e M"t quando
U; € M"™ para todo i € {1,...,s}. A norma da matriz U ¢ indicada por ||U|| e 1y, representa
a medida de Dirac. Por sua vez, A(U) indica um autovalor e r,(U) o raio espectral de U € M",
respectivamente. O operador E[] indica o valor esperado.

Dado o espaco de probabilidade fundamental (€, §, {F:}, P), considere o SLSM auténomo S
descrito pela seguinte equacao estocastica

S - {i‘t = A(Qt)xt, X € Rn, 9(] ~ U

1
Yt = C(et)xtv t 2 Oa ( )

onde {z, 0t > 0} sdo os estados do processo tomando valores em R™ x X, {0t > 0} é
uma cadeia de Markov a tempo continuo, com espago de estados X = {1,..., s}, distribuigao
inicial 4 = (p1,...,us) onde u; = P(6y = i), Vi € X e matriz de probabilidade de transi¢ao
P = [pi;], Vi,j € X, definida como

XijA +o(A), i# ]

7 @)
1+ XA +0(A), i=j7,

pijzp(9t+A=j9t:i):{

com A > 0. A taxa de transi¢do de i para j (i # j) é indicada por Aj; > 0e \; := =\ =
> jzi Nij < 0o. As matrizes A(6;) e C(6;) sdo fungdes do processo aleatério de saltos {0;; ¢ > 0}
O conjunto X contém os modos de operagao do sistema (1) sendo que, para cada 6, = i € X,
a matriz Ag, € M" (associada ao “i-ésimo” modo), serd indicada por Ay, := A;. O processo
acima definido satisfaz a propriedade forte de Markov.

O modelo estocastico definido por (1) e (2) pertence a categoria dos sistemas hibridos 1.
Estes sistemas apresentam diferentes configuragoes ou modos de operacdes. A mudanca entre
um modo de operacao e outro é associada a um parametro de saltos aleatérios discretos cuja
evolucao no tempo é determinada pela probabilidade de transicdo acima definida. Esta ca-
racteristica tem sido usada para modelar uma variedade de sistemas dinamicos. Por exemplo,
sistemas sujeitos a mundancas abruptas em seus parametros como consequéncia de falhas em
seus componentes. Neste artigo estamos interessados em estudar a estabilidade de tais sistemas
até a ocorréncia de de um nimero fixo N de falhas ou reparos. Neste sentido, consideramos a
sequéncia de {F;}-tempos de parada contendo os sucessivos instantes de ocorréncia de falhas
(ou reparos) e entao estudamos a estabilidade do sitemas (1) e (2) de acordo com estes tempos
de parada .

3 Estabilidade Estocastica

Nesta secao apresentamos as condicOes necessarias e suficientes para a estabilidade dos SLSM
acima descritos associada com uma classe de {§;}-tempos de parada. Inicialmente, definimos a
sequéncia TV = {T,; n=0,1,...,N} de tempos de parada associada aos instantes de salto:

To=0, T,=min{t>T,_1:6,#60r, ,}, n=1,...,N. (3)

Uma vez que parte do processo assume valores continuos (z+ € R™, a saber, os estados lineares), e outra parte
assume valores discretos (6; € X, a saber, os instantes de salto).

— 261 —



Note que, eventualmente 7;,, = +oo para algum n =1,..., N, com probabilidade nao-nula.

Definigdo 1. Seja 7 € 7V um tempo de parada com respeito & {F;}. Entdo, o sistema S é
7-Estocasticamente Estavel (7-EE) se

E[/ ||.TtH2]l{7.2t}dt < 00,
t=0

para qualquer condigao inicial xg e distribuicao inicial p.

O Teorema a seguir apresenta as condicoes para a 7T-estabilidade estocéstica.
Teorema 1. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

i) O sistema S é 7-EE;

ii) Para qualquer conjunto de matrizes Q em M", existe um tnico conjunto de matrizes
P € M" satisfazendo as equagoes de Lyapunov

(A; = NI/2)'P; + Pi(A; = \iI/2) + Q; =0, VieX; (4)

i) ro{MA; — MI/2)} <0, Vi€ X.

Demonstragao. (ii) < (iii) Esta equivaléncia é bem conhecida da teoria de estabilidade de Lya-
punov, vide [8].

(ii) = (i) Para a prova utilizamos um argumento de inducio sobre 7% . Inicialmente, defina
o funcional

Vi, 0:) = 2 (L(O) Wy + S(00) Ly ) e
onde L(6;) € M™" é a solugao de

ALi + Lidi = ML+ > A\igSi+Qi =0, Vi€ X, (5)
j#i

com S(6;) € M™T.
A existéncia de L € Mt acima deriva da condigao (ii). Considere o operador infinitesimal
A do processo conjunto {z,60;; t > 0}

1
AVi(xy, 0y) = iiino Z{Et[W+A(iL‘t+Aa Orn)] — Vi(ze, 04) }.

De acordo com [7], temos que

AVi(w1,00) = 2 | A6:) L(61) + L(0)A(6r) — Xo,o, L(00) + | D NaiSi | | el gy
J#0t

Entretanto, se existe P € M™" solugao de (4), entao existe L € M"" solucao de (5), e a relagao
acima pode ser escrita como

AVi (4, 0;) = —24Q(0) 2 >4y (6)

Agora, observe que

K

Eo[AVi (24, 01)]dt = Eo[Vie(2x, 05)] — Vo(zo, bo).
=0
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Aplicando (6) e considerando que Q,S € M"*, temos

- Eo[ziQ(0¢) i yr~yy]dt = Eo[Vie(xk, 0x)] — Voo, 60).
t=0
Tomando o limite quando k — oo e definindo Q(i) = S(i)Lr—yy + Q) lyr>y, Vi € X segue
que

lim EolxQ(0r) gy )dt < a4 L(6o)o,
k=0 Ji=0
uma vez que E[Vi(x,,60)] >0, V& > 0. Para algum 6 > 0, da inequagao acima obtemos

K

. 1
lim B E0[||ast\|2]l{TZt}]dt < 533611(90)330 < 0.

K—00 t

Portanto, o sistema S é 7-EE.
Assuma agora que, para 7 = T, a inequacao
K

lim Eo[l'gQ(Ht)l't]l{TnZt}]dt < 00 (7)

seja valida. Assim, fixando Q = I, segue que Ey[||z1, [|?] < oo.
Para 7 =T+,
K

lim EO[$2Q(9t)xt]1{Tn+12t}]dt =

k=0 Ji=0

lim E(][/ x;Q(Ht)xtll{Tn%}dt—i—/ ZU;Q(@t)iUtﬂ{TngthnH}dﬂ- (8)
R t=0 t=T

Note que, usando as propriedades de homogeneidade e a propriedade forte de Markov, o segundo
termo, condicionado ao conhecimento de {7, , 07, }, pode ser reescrito como

lim Er, [/ Q08w (1, <p<,, , 1t =
K—00 =T,

k=T
lim E[/ UU;Q(Qt)fUt]l{thl}dt ’ o = X1y, 90 = HTn] < QUéFnL(eTn)me (9)
K—00 =0

Logo, concluimos de (8) e (9) que

K K

lim EO[$2Q(9t)$t]l{Tn+12t}]dt § lim Eo[/ $2Q(9t)$t]l{Tn>t}dt + QS‘ITnL(HTn)an]
=00 Jt=0 k=00 t=0

< lim Eo[/ 24Q(0)x T, <t + o, (L(Or,) — Q(01,))21,] < 0.
t

K—00 -0

Portanto, de (7) temos que o sistema é 7-EE.
(i) = (ii) Assuma que 7 = T e defina o funcional

e}

2. L(0s)xs == Es {/ 21 Q (0w Ly dt + a:'TSngT} , V(zo,00) € R" x X. (10)
t=s

O lado direito de (10) pode ser expresso como

s+A
z,Lg,xs = Es [/ 21 Q(0r) e L gy di+
t

=s

Fsin [(/ Ang(at)wt]l{T>t}dt + m’TSQTxT) ﬂ{T>s+A}]:| . (11)
t=s+
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Adicionalmente,

Egin K/ ALUQQ(@)%H{T»} + w'TS(QT)fL‘T> ]l{Tzs+A}] =
t=s+

Esin [(/ A%Q(Qt)iﬁtﬂ{bt} + iL"TSeTIBT> Iyrssyay +27pSoperlp—giny| - (12)
t=s+

Desta forma, de acordo com a propriedade de Markov, aplicando homogeneidade em (12) e
introduzindo-a em (11), temos que

s+A
2y L(0s)zs = Es [/ 2,Q(0n) 2 L ypspydt + 2 AL(Os+A)Ts 1AL {ps s ny+
t

=S

2 Sororlir—siay] - (13)

Dividindo ambos os lados de (13) por A, e tomando o limite quando A — 0, obtemos

AL + Lidi = NLi+ > XijSi+Qi =0, VieX, (14)
J#i
uma vez que xg é arbitrdario. Logo, da teoria de estabilidade de Lyapunov, a existéncia do

conjunto P € M"* satisfazendo (4) estd assegurada.
Para o caso geral (7 = Ty ) temos

E [/ x;Q(at)xt]l{TN>t} + J:'/TNS(QTN)‘TTN] <
t=0

o que implica, da propriedade forte de Markov, em

Erp, [/ 21 Q(0n) ey, >y + fE,TnS(GTn)l“Tn} <o, n=0,1,...,N -1 (15)
t

=T

Aplicando novamente a propriedade de homogeneidade, segue que (15) é equivalente & (10) com
zo = x7, € Oy = O, e a existéncia de um conjunto de matrizes P € M"" satisfazendo (4) estd
garantida. ]

Nota 1. Se o sistema S tem um tnico modo de operacao (s = 1), é deterministico e as condigdes
(ii) e (iil) se reduzem a condigao usual de estabilidade de sistemas lineares.

Nota 2. Mesmo que o sistema S possua modos de operacao instaveis no sentido deterministico,
ele pode ser 7-EE se a taxa de transicao destes modos de operacgao é suficientemente grande
para garantir que a condigao (iii) no Teorema 1 seja verdadeira.

4 Conclusao

Neste trabalho estudamos a estabilidade estocastica de sistemas lineares com saltos Marko-
vianos a tempo continuo limitada & ocorréncia de um evento aleatério 7. Este evento representa
a ocorréncia de um ntumero fixo de falhas ou reparos apds as quais o sistema ¢é paralisado para
manutencao. O conceito de 7-estabilidade é empregado, tendo em vista que os conceitos usuais
de estabilidade estocastica encontrados na literaruta referem-se a problemas com horizonte pura-
mente infinito e nao sao adequados ao modelo proposto. Sao apresentadas condi¢des necessarias
e suficientes para a T-estabilidade estocastica do sistema.
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