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Resumo: Neste trabalho estudamos a resolugdo do problema de minimizacao irrestrita, com
a funcdo objetivo sendo nao convexa, ndo diferencidvel e com caracteriticas analiticas. De-
senvolvemos para este problema um algoritmo de ponto proximal, em que o termo proximal que
consideramos € uma funcdo que provém de uma quase-métrica. Se a sequéncia gerada pelo nosso
algoritmo € limitada, entao establecemos a sua convergéncia para um ponto critico da funcao.
Palavras-chaves: Métodos proximais, quase-métrica, subdiferenciais Fréchet e limite.

1 Introducao

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de otimizacao:
min{f(z) : x € R"}, (1)

onde f: R" — RU{+o0} é uma funcao prépria e semicontinua inferior.

O algoritmo de ponto proximal foi introduzido como um método de aproximacao-regularizacao
para a resolugao de problemas de otimizacao convexa e desigualdades variacionais associadas
a operadores mondtonos maximais (veja [10, 12]). Assim daremos uma breve descri¢ao deste
método. Considerando (1), o método de ponto proximal gera uma sequéncia {z*} € R™ corres-
pondente a recursao

1
e Eargmin{j"(u)—i-)\\u—aUkH2 : UERn}7 (2)
k

onde 2° é um ponto dado, {\; }ren é uma seqiiencia positiva e || - || = (-, ~>1/2 denota a norma
usual.

Nas tltimas décadas foram desenvolvidas extensoes do esquema (2) utilizando termos de
regularizagdo mais gerais, por exemplo, trocando a fun¢ao quadratica de (2) por uma distancia
de Bregman, Dy (u,z"), induzida por uma funcio h (veja [6]). Observemos que Dj, nio veri-
fica a definicao de distancia, porém preserva as propriedades de convexidade, continuidade e
coercividade como no caso quadratico.

Por outro lado, o problema (1) j& tem sido tema de estudo para uma classe de fungées nao-
lineares que verificam a desigualdade de Lojasiewicz (veja [1, 3, 2]). Em [2], os autores usaram
a desigualdade de Lojasiewicz como ferramenta para a obtencdao da convergéncia do método
proximal (2) quando f nao é necessariamente convexa e diferencidvel.

Lembramos que no contexto topologico uma possivel generalizacao da métrica usual é uma
aplicagdo quase-métrica, ja que na definicdo desta nao é requerida a verificagdo da simetria (veja
[7, 5, 15]). Algumas das aplicagoes das quase-métricas se encontram na teoria da complexidade
(veja [4, 8]), na economia, por exemplo nas fungoes de utilidade e escolhas dos consumidores
(veja [14]).
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A esséncia deste trabalho é apresentar um método proximal generalizado para minimizar
uma fungao nao convexa, nao diferenciavel e que verifica a desigualdade de Lojasiewicz. Este
método gera uma sequéncia {z¥} € R" por meio da recursio:

2"+ € arg min {f(u) + )\iqz(u,wk) RIS Rn} 5 (3)
k

onde ¢(,-) denota uma quase-métrica.

Observemos também que em geral uma aplicagdo quase-métrica nao necessariamente é con-
vexa, diferencidvel e coerciva; assim a andlise da convergéncia do nosso método (3) ndo é seme-
lhante a dos ja existentes na literatura para problemas convexos. Estabelecemos a convergéncia
da sequéncia gerada por (3) para um ponto critico generalizado, usando a idéia apresentada em
[2]. Portanto, nosso resultado é uma extensao dos resultados obtidos em [2].

Nosso trabalho é organizado como segue: Na secao 2 lembramos propriedades das funcoes
quase-métricas, da teoria subdiferencial e da desigualdade de Lojasiewicz. Na secao 3 é apre-
sentado nosso algoritmo de ponto proximal com quase-métrica. A andlise de convergéncia é
estabelecida na secao 4 e na secao 5 as nossas conclusoes.

2 Preliminares

2.1 Quase-métrica

Definicao 2.1 Seja X um conjunto. A aplicacdo q: X x X — R € dita quase-métrica se
1. q(z,y) =q(y,x) =0=x=y Vzye X,
2. q(x,2) < qlz,y)+q(y,2) Vaz,y,z€X.

O par (X, q) € chamado espago quase-métrico.

Observemos que, se g goza da propriedade de simetria, isto é, Vx,y € X, q(z,y) := q(y,x),
entao ¢ é uma métrica. Mais ainda, dada uma quase-métrica g temos:

e G(x,y) := q(y, z), denota a quase-métrica conjugada de g;
e ((x,y) = max{q(x,y),q(z,y)}, denota a métrica associada a g.
Exemplo 2.1.1 /5] Seja q: R x R — Ry definida por

_ )0 if v <y,
q(z,y) = { 1 caso contrdrio

entio (R, q) é um espaco quase-métrico.

Exemplo 2.1.2 [8] Seja g : X — Ry uma fungdo injetiva. Entdo para x, y € X definamos
qq(z,y) = max{g(x) — g(y),0}, assim (X, qy) € um espaco quase-métrico.

O resultado seguinte é obtido diretamente da definicao.

Proposicao 2.1 Sejam q : R" x R" — Ry uma quase-métrica e z € R". Entdo q(-,z) é
Lipschitz e ¢*( -, z) € localmente Lipschitz.

2.2 Teoria Subdiferencial

Seja h : R" — R U {4+00}. O dominio de h é o conjunto dom(h) = {z € R" : h(z) < +o0}.
Assim h é prépria se dom(h) # (), e h é coerciva se lim | o h(z) = +00.
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Lema 2.1 Dados z € R™ e A > 0. Se f: R" — RU {+o00} € limitada inferiormente e ¢*( -, 2)
é uma fungdo coerciva, entio a fungdo f + Ag*(-,2) : R" — RU {400} € coerciva.

O préximo resultado é bem conhecido na literatura (veja por exemplo [13, Teorema 1.9]).

Teorema 2.1 Suponhamos que h : R" — R U {4+00} é uma fungdo semicontinua inferior,
coerciva e propria. Entdo o valor inf h € finito e o conjunto arg minh é nao vazio e compacto.m

Definicao 2.2 Seja h: R — R U {400} uma fun¢do semicontinua inferior e préopria.

1. Para cada x € dom(h), o subdiferencial Fréchet de h em z, denotado por Oh(z), € o
conjunto de vetores x* € R" tais que

e Iz =yl

y—z

> 0.

Se & # dom(h), entio dh(z) = 0.
2. O subdiferencial limite de h em x € R", denotado por Oh, é definido como seque

Oh(z) = {1:* eR": 3z, — z, h(zn) — h(z), 2% € Oh(z,) — x*}

3. O ponto T € dito ponto critico-limite se 0 € Oh(T). Denotamos por crit(h) o conjunto dos
pontos criticos de h.

Os proximos resultados serdao usados para analisar as operagoes envolvendo o subdiferencial
limite e o subdiferencial Fréchet (veja por exemplo [13], [11, Teorema 7.1, Proposicao 2.7]).

Teorema 2.2 Se F' = fi + fo com f1 localmente Lipschitz em T enquanto fa € semicontinua
inferior e propria com f2(T) finito, entao OF(T) C 0f1(T) + 0 f2(T). [

Teorema 2.3 Sejam ¢; : R" — R, i = 1,2, localmente Lipschitz em T. Entao

Ap1-02)(T) = 0 (p2(T)p1 + ©1(T)2) (T) C 9 (p2(T)ep1) (T) + 0 (p1(T)p2) (T). (4)
Além disso, se p; > 0,1 =1,2, o lado direito de (4) é igual a p2(T) (1) (T) + ¢1(T) (p2)(T).m

Teorema 2.4 Sejam ¢; : R" — R U {400}, i = 1,2, fungdes semicontinuas inferiores com
alguma sendo localmente Lipschitz em T € dom(p1) Ndom(pe). Entdo para qualquer 6 > 0, e
v > 0 temos

3 (1 +2) @) € | {Op1(e1) + Baas) : 2 € Bs(@). loi(ws) — 0u(@)| < 8, i = 1,2} + 7B (0),

onde Bs(Z) denota a bola fechada centrada em T e raio 0. [

2.3 Desigualdade de Lojasiewicz

Nesta secao lembramos a generalizagao da desigualdade de Lojasiewicz no contexto do subdife-
rencial limite usada em [1, 2]. Seja f: R" — R U {400} uma fun¢ao semicontinua inferior tal
que a restricao da f para seu dominio é uma funcao continua.

Dizemos que f satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz se: para qualquer Z € crit(f),
existem C, e > 0e 6 € [0,1) tais que

(@) = f@)° < Clla™|l, Vo e B(@), Va*edf(x) (5)

o~

Quando 6 = 0 adotamos a convencio 0° = 0, e portanto se | f(z) — f(Z)|® = 0 temos f(z) = f(7).
Para a prova do préximo resultado ver [2, Lema 1].
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Lema 2.2 Suponhamos que [ satisfaz a desigualdade de Lojasiewicz.
1. Se K é um subconjunto conexo de crit(f) entao f é constante sobre K.

2. Além disto, se K é compacto, entao existem C, e >0 e 6 € [0,1) tais que

Vo e R", d(z,K) <e, Va* € df(x), |f(x)— f(@)° < C|z*. (6)

Exemplo 2.3.1 [9/As fungies sequintes satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz:
1. Funcoes Reais-analiticas;
2. Funcgoes Semi-algébricas, isto €, funcdes cujos grdficos podem ser erpressos como
P q
U m {x eR" : PZJ(:B) =0, sz(x) > 0},
i=1j=1
ondeV1<i<p, V1<j<qas Py, Qi : R"— R sao fungioes polinomias.

Exemplo 2.3.2 [2/As fungdes convezras que verificam a sequinte condi¢ao de crescimento: VT €
argmin(f), 3C >0, r > 1, € > 0 tais que

f(x) = f(Z) + Cd(z,argmin(f))"  Va € Be(2),
satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz, em particular as funcoes fortemente convezas.

Para mais informagoes acerca da propriedade de Lojasiewicz e caracterizagoes ver [9, 1, 3.

3 O algoritmo de ponto proximal
A hipétese seguinte serda assumida em todo nosso estudo:

(H1) —oo < inf f(z).

zeR™
O algoritmo de ponto proximal com quase-métrica é definido como:

1. Considere 2° € dom(f).

k+1

2. Dado z*, encontrar tal que

1
2"+ € arg min {f(u) + )TqQ(u,:ck) cu € R"} , (7)
k

3. Se zFt! = zF STOP.

onde {\;}ren € uma sequéncia positiva tal que 0 < A_ < A\ < Aj.
A proxima hipdtese serd necessaria para garantir a existéncia dos iterandos:

(H2) Dado z € R" a funcdo ¢?( -, z) é coerciva.

Da Proposicio 2.1, temos que para qualquer z € R, ¢?(-,2) é localmente Lipschitz. Assim,
usando [13, Teorema 10.1] e o Teorema 2.2, para f; := %qQ( u)ycomu € R", A>0e fo:=f,

obtemos

0€d (f(‘) + —¢%( -,:ck)) (" c of(=F ) + —
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Portanto existem ¢! € 9f (zFF1) e ¢FH1 €0 (qQ( : ,xk)> (xF*1) tais que

1

0=¢Frt 4 "

¢ (8)

Considerando a seguinte hipétese:
(H3) A restricao de f no seu dominio é uma fungao continua;

obtemos os seguintes resultados, analogos a [2].
Proposicao 3.1 Seja {z*}ren uma sequéncia gerada por (7). Entdo
1. A sequéncia {f(x*)}ren € ndo crescente,
+oo
2. 3 (M 2F) < 4o0. "
k=0
Proposicao 3.2 Seja {x*}renw uma sequéncia gerada por (7) e denotando por w(x®) o conjunto
dos pontos de acumulacio da {x*}ren. Se f satisfaz (H3) entdo
1. f € finito e constante sobre w(x®),
2. Se {xF}rew € limitada entdo w(z®) é um conjunto ndo vazio, compacto e conexo, e

kEIfood (xk,w(m0)> =0. [

Observagao 3.1 Ainda quando {zF}ren € limitada, a convergéncia da {x*}ren pode falhar
para uma fungao finita e suave f, ver [1].

4 Resultado de Convergéncia

O préximo resultado é uma consequéncia de [13, Teorema 9.13, Proposicao 5.15].

Lema 4.1 Seja {zF}ren uma sequéncia gerada pelo algoritmo de ponto prozimal. Se {x*}ren
é limitada, entao o conjunto O (q( . ,:kal)) (z*) € limitado para todo k. [

Finalmente, apresentamos o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1 Supondo que f satisfaz (H1)-(Hs3) e a desigualdade de Lojasiewicz (6) e seja
{2FYren uma sequéncia gerada pelo algoritmo de ponto proximal. Se {x*}ren € limitada, entdo

“+o0

Y a(a" k) < oo,
k=0

em particular {l‘k}keﬂ\] converge para algum ponto critico-limite de f.

Esbogo da prova: Usando a Proposi¢ao 3.1, Lema 2.2, [13, Teorema 10.1] e o Lema 4.1,

obtemos

lim q(z*, %) = 0.

k—o0
Assim, existem as sequéncias {ar:]f] }ien, {f(a:’fj)}je]N e {€"i}jen com &M € 5f($}f]) tais que
1. kj R . kj _ — . k. _
im z =%, lim f(zy7)=f(x) e lim £% =0.

j—+o0 j——+oo j—+oo

Portanto 0 € 0f(T). [
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5

Conclusao

Neste trabalho apresentamos um método proximal, com o termo proximal sendo uma quase-
métrica, para fungdes nao convexas e nao diferenciaveis que verificam a desigualdade de Lojasie-
wicz. Mostramos que a sequéncia gerada por (7) converge para algum ponto critico-limite, sem
fazer uso de argumentos baseados na convexidade e diferenciabilidade da fungao regularizadora,
como em [12].
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