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Resumo: Neste trabalho estudamos a resolução do problema de minimização irrestrita, com
a função objetivo sendo não convexa, não diferenciável e com caracteŕıticas anaĺıticas. De-
senvolvemos para este problema um algoritmo de ponto proximal, em que o termo proximal que
consideramos é uma função que provém de uma quase-métrica. Se a sequência gerada pelo nosso
algoritmo é limitada, então establecemos a sua convergência para um ponto cŕıtico da função.
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1 Introdução

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de otimização:

min{f(x) : x ∈ IRn}, (1)

onde f : IRn → IR ∪ {+∞} é uma função própria e semicont́ınua inferior.
O algoritmo de ponto proximal foi introduzido como um método de aproximação-regularização

para a resolução de problemas de otimização convexa e desigualdades variacionais associadas
a operadores monótonos maximais (veja [10, 12]). Assim daremos uma breve descrição deste
método. Considerando (1), o método de ponto proximal gera uma sequência {xk} ⊂ IRn corres-
pondente à recursão

xk+1 ∈ arg min

{
f(u) +

1

λk
‖u − xk‖2 : u ∈ IRn

}
, (2)

onde x0 é um ponto dado, {λk}k∈IN é uma seqüencia positiva e ‖ · ‖ = 〈 · , · 〉1/2 denota a norma
usual.

Nas últimas décadas foram desenvolvidas extensões do esquema (2) utilizando termos de
regularização mais gerais, por exemplo, trocando a função quadrática de (2) por uma distância
de Bregman, Dh(u, xk), induzida por uma função h (veja [6]). Observemos que Dh não veri-
fica a definição de distância, porém preserva as propriedades de convexidade, continuidade e
coercividade como no caso quadrático.

Por outro lado, o problema (1) já tem sido tema de estudo para uma classe de funções não-
lineares que verificam a desigualdade de  Lojasiewicz (veja [1, 3, 2]). Em [2], os autores usaram
a desigualdade de  Lojasiewicz como ferramenta para a obtenção da convergência do método
proximal (2) quando f não é necessariamente convexa e diferenciável.

Lembramos que no contexto topologico uma posśıvel generalização da métrica usual é uma
aplicação quase-métrica, já que na definição desta não é requerida a verificação da simetria (veja
[7, 5, 15]). Algumas das aplicações das quase-métricas se encontram na teoria da complexidade
(veja [4, 8]), na economia, por exemplo nas funções de utilidade e escolhas dos consumidores
(veja [14]).
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A essência deste trabalho é apresentar um método proximal generalizado para minimizar
uma função não convexa, não diferenciável e que verifica a desigualdade de  Lojasiewicz. Este
método gera uma sequência {xk} ⊂ IRn por meio da recursão:

xk+1 ∈ arg min

{
f(u) +

1

λk
q2(u, xk) : u ∈ IRn

}
, (3)

onde q(·, ·) denota uma quase-métrica.
Observemos também que em geral uma aplicação quase-métrica não necessariamente é con-

vexa, diferenciável e coerciva; assim a análise da convergência do nosso método (3) não é seme-
lhante à dos já existentes na literatura para problemas convexos. Estabelecemos a convergência
da sequência gerada por (3) para um ponto cŕıtico generalizado, usando a idéia apresentada em
[2]. Portanto, nosso resultado é uma extensão dos resultados obtidos em [2].

Nosso trabalho é organizado como segue: Na seção 2 lembramos propriedades das funções
quase-métricas, da teoria subdiferencial e da desigualdade de  Lojasiewicz. Na seção 3 é apre-
sentado nosso algoritmo de ponto proximal com quase-métrica. A análise de convergência é
estabelecida na seção 4 e na seção 5 as nossas conclusões.

2 Preliminares

2.1 Quase-métrica

Definição 2.1 Seja X um conjunto. A aplicação q : X × X → IR+ é dita quase-métrica se

1. q(x, y) = q(y, x) = 0 ⇔ x = y ∀x, y ∈ X.,

2. q(x, z) ≤ q(x, y) + q(y, z) ∀x, y, z ∈ X.

O par (X, q) é chamado espaço quase-métrico.

Observemos que, se q goza da propriedade de simetria, isto é, ∀x, y ∈ X, q(x, y) := q(y, x),
então q é uma métrica. Mais ainda, dada uma quase-métrica q temos:

• q(x, y) := q(y, x), denota a quase-métrica conjugada de q;

• q̂(x, y) = max{q(x, y), q(x, y)}, denota a métrica associada a q.

Exemplo 2.1.1 [5] Seja q : IR × IR → IR+ definida por

q(x, y) =

{
0 if x ≤ y,

1 caso contrário

então (IR, q) é um espaço quase-métrico.

Exemplo 2.1.2 [8] Seja g : X → IR+ uma função injetiva. Então para x, y ∈ X definamos
qg(x, y) = max{g(x) − g(y), 0}, assim (X, qg) é um espaço quase-métrico.

O resultado seguinte é obtido diretamente da definição.

Proposição 2.1 Sejam q : IRn × IRn → IR+ uma quase-métrica e z ∈ IRn. Então q( · , z) é
Lipschitz e q2( · , z) é localmente Lipschitz.

2.2 Teoria Subdiferencial

Seja h : IRn → IR ∪ {+∞}. O dominio de h é o conjunto dom(h) = {x ∈ IRn : h(x) < +∞}.
Assim h é própria se dom(h) 6= ∅, e h é coerciva se lim‖x‖→∞ h(x) = +∞.
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Lema 2.1 Dados z ∈ IRn e λ > 0. Se f : IRn → IR ∪ {+∞} é limitada inferiormente e q2( · , z)
é uma função coerciva, então a função f + λq2( · , z) : IRn → IR ∪ {+∞} é coerciva.

O próximo resultado é bem conhecido na literatura (veja por exemplo [13, Teorema 1.9]).

Teorema 2.1 Suponhamos que h : IRn → IR ∪ {+∞} é uma função semicont́ınua inferior,
coerciva e própria. Então o valor inf h é finito e o conjunto arg min h é não vazio e compacto.

Definição 2.2 Seja h : IRn → IR ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior e própria.

1. Para cada x ∈ dom(h), o subdiferencial Fréchet de h em x, denotado por ∂̂h(x), é o
conjunto de vetores x∗ ∈ IRn tais que

lim inf
y 6=x
y→x

h(y) − h(x) − 〈x∗, y − x〉

‖x − y‖
≥ 0.

Se x 6= dom(h), então ∂̂h(x) = ∅.

2. O subdiferencial limite de h em x ∈ IRn, denotado por ∂h, é definido como segue

∂h(x) :=
{
x∗ ∈ IRn : ∃xn → x, h(xn) → h(x), x∗

n ∈ ∂̂h(xn) → x∗
}

3. O ponto x é dito ponto cŕıtico-limite se 0 ∈ ∂h(x). Denotamos por crit(h) o conjunto dos
pontos cŕıticos de h.

Os próximos resultados serão usados para analisar as operações envolvendo o subdiferencial
limite e o subdiferencial Fréchet (veja por exemplo [13], [11, Teorema 7.1, Proposição 2.7]).

Teorema 2.2 Se F = f1 + f2 com f1 localmente Lipschitz em x enquanto f2 é semicont́ınua
inferior e própria com f2(x) finito, então ∂F (x) ⊂ ∂f1(x) + ∂f2(x).

Teorema 2.3 Sejam ϕi : IRn → IR, i = 1, 2, localmente Lipschitz em x. Então

∂(ϕ1.ϕ2)(x) = ∂ (ϕ2(x)ϕ1 + ϕ1(x)ϕ2) (x) ⊂ ∂ (ϕ2(x)ϕ1) (x) + ∂ (ϕ1(x)ϕ2) (x). (4)

Além disso, se ϕi ≥ 0, i = 1, 2, o lado direito de (4) é igual a ϕ2(x) ∂(ϕ1)(x) + ϕ1(x) ∂(ϕ2)(x).

Teorema 2.4 Sejam ϕi : IRn → IR ∪ {+∞}, i = 1, 2, funções semicont́ınuas inferiores com
alguma sendo localmente Lipschitz em x ∈ dom(ϕ1) ∩ dom(ϕ2). Então para qualquer δ > 0, e
γ > 0 temos

∂̂ (ϕ1 + ϕ2) (x) ⊂
⋃ {

∂̂ϕ1(x1) + ∂̂ϕ2(x2) : xi ∈ Bδ(x), |ϕi(xi) − ϕi(x)| ≤ δ, i = 1, 2
}

+ γB1(0),

onde Bδ(x̄) denota a bola fechada centrada em x̄ e raio δ.

2.3 Desigualdade de  Lojasiewicz

Nesta seção lembramos a generalização da desigualdade de  Lojasiewicz no contexto do subdife-
rencial limite usada em [1, 2]. Seja f : IRn → IR ∪ {+∞} uma função semicont́ınua inferior tal
que a restrição da f para seu domı́nio é uma função cont́ınua.

Dizemos que f satisfaz a desigualdade de  Lojasiewicz se: para qualquer x̂ ∈ crit(f),
existem C, ǫ > 0 e θ ∈ [0, 1) tais que

|f(x) − f(x̂)|θ ≤ C‖x∗‖, ∀x ∈ Bǫ(x̂), ∀x∗ ∈ ∂f(x). (5)

Quando θ = 0 adotamos a convenção 00 = 0, e portanto se |f(x)−f(x̂)|0 = 0 temos f(x) = f(x̂).
Para a prova do próximo resultado ver [2, Lema 1].
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Lema 2.2 Suponhamos que f satisfaz a desigualdade de  Lojasiewicz.

1. Se K é um subconjunto conexo de crit(f) então f é constante sobre K.

2. Além disto, se K é compacto, então existem C, ǫ > 0 e θ ∈ [0, 1) tais que

∀x ∈ IRn, d(x, K) ≤ ǫ, ∀x∗ ∈ ∂f(x), |f(x) − f(x̂)|θ ≤ C‖x∗‖. (6)

Exemplo 2.3.1 [9]As funções seguintes satisfazem a desigualdade de  Lojasiewicz:

1. Funções Reais-anaĺıticas;

2. Funções Semi-algébricas, isto é, funções cujos gráficos podem ser expressos como

p⋃

i=1

q⋂

j=1

{x ∈ IRn : Pij(x) = 0, Qij(x) > 0} ,

onde ∀ 1 ≤ i ≤ p, ∀ 1 ≤ j ≤ q as Pij, Qij : IRn → IR são funções polinomiais.

Exemplo 2.3.2 [2]As funções convexas que verificam a seguinte condição de crescimento: ∀ x̂ ∈
arg min(f), ∃C > 0, r ≥ 1, ǫ > 0 tais que

f(x) ≥ f(x̂) + Cd(x, arg min(f))r ∀x ∈ Bǫ(x̂),

satisfazem a desigualdade de  Lojasiewicz, em particular as funções fortemente convexas.

Para mais informações acerca da propriedade de  Lojasiewicz e caracterizações ver [9, 1, 3].

3 O algoritmo de ponto proximal

A hipótese seguinte será assumida em todo nosso estudo:

(H1) −∞ < inf
x∈IRn

f(x).

O algoritmo de ponto proximal com quase-métrica é definido como:

1. Considere x0 ∈ dom(f).

2. Dado xk, encontrar xk+1 tal que

xk+1 ∈ arg min

{
f(u) +

1

λk
q2(u, xk) : u ∈ IRn

}
, (7)

3. Se xk+1 = xk, STOP.

onde {λk}k∈IN é uma sequência positiva tal que 0 < λ− < λk < λ+.
A próxima hipótese será necessária para garantir a existência dos iterandos:

(H2) Dado z ∈ IRn a função q2( · , z) é coerciva.

Da Proposição 2.1, temos que para qualquer z ∈ IRn, q2( · , z) é localmente Lipschitz. Assim,
usando [13, Teorema 10.1] e o Teorema 2.2, para f1 := 1

λq2( · , u) com u ∈ IRn, λ > 0 e f2 := f ,
obtemos

0 ∈ ∂

(
f(·) +

1

λk
q2( · , xk)

)
(xk+1) ⊂ ∂f(xk+1) +

1

λk
∂

(
q2(·, xk)

)
(xk+1).
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Portanto existem ξk+1 ∈ ∂f(xk+1) e ζk+1 ∈ ∂
(
q2( · , xk)

)
(xk+1) tais que

0 = ξk+1 +
1

λk
ζk+1. (8)

Considerando a seguinte hipótese:

(H3) A restrição de f no seu domı́nio é uma função cont́ınua;

obtemos os seguintes resultados, análogos a [2].

Proposição 3.1 Seja {xk}k∈IN uma sequência gerada por (7). Então

1. A sequência {f(xk)}k∈IN é não crescente,

2.
+∞∑

k=0

q2(xk+1, xk) < +∞.

Proposição 3.2 Seja {xk}k∈IN uma sequência gerada por (7) e denotando por ω(x0) o conjunto
dos pontos de acumulação da {xk}k∈IN. Se f satisfaz (H3) então

1. f é finito e constante sobre ω(x0),

2. Se {xk}k∈IN é limitada então ω(x0) é um conjunto não vazio, compacto e conexo, e

lim
k→+∞

d
(
xk, ω(x0)

)
= 0.

Observação 3.1 Ainda quando {xk}k∈IN é limitada, a convergência da {xk}k∈IN pode falhar
para uma função finita e suave f , ver [1].

4 Resultado de Convergência

O próximo resultado é uma consequência de [13, Teorema 9.13, Proposição 5.15].

Lema 4.1 Seja {xk}k∈IN uma sequência gerada pelo algoritmo de ponto proximal. Se {xk}k∈IN

é limitada, então o conjunto ∂
(
q( · , xk−1)

)
(xk) é limitado para todo k.

Finalmente, apresentamos o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1 Supondo que f satisfaz (H1)-(H3) e a desigualdade de  Lojasiewicz (6) e seja
{xk}k∈IN uma sequência gerada pelo algoritmo de ponto proximal. Se {xk}k∈IN é limitada, então

+∞∑

k=0

q(xk+1, xk) < +∞,

em particular {xk}k∈IN converge para algum ponto cŕıtico-limite de f .

Esboço da prova: Usando a Proposição 3.1, Lema 2.2, [13, Teorema 10.1] e o Lema 4.1,
obtemos

lim
k→∞

q(xk1, xk) = 0.

Assim, existem as sequências {x
kj

1 }j∈IN, {f(x
kj

1 )}j∈IN e {ξkj}j∈IN com ξkj ∈ ∂̂f(x
kj

1 ) tais que

lim
j→+∞

x
kj

1 = x, lim
j→+∞

f(x
kj

1 ) = f(x) e lim
j→+∞

ξkj = 0.

Portanto 0 ∈ ∂f(x).
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5 Conclusão

Neste trabalho apresentamos um método proximal, com o termo proximal sendo uma quase-
métrica, para funções não convexas e não diferenciáveis que verificam a desigualdade de  Lojasie-
wicz. Mostramos que a sequência gerada por (7) converge para algum ponto cŕıtico-limite, sem
fazer uso de argumentos baseados na convexidade e diferenciabilidade da função regularizadora,
como em [12].
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