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Resumo: Consideremos os polindmios ortogonais S,, associados ao sequinte produto interno de

Sobolev
/f x)db(x —i-)\/f x)dbs(z),

onde dfy e dfs sdo medidas positivas. Aqui dfy e dfy estao associadas com a medida de Jacobi
(1 —2)*(1 + z)%dzx, a > =1, B3 > —1, por esta razio os polinémios S, sio chamados de po-
linomios ortogonais de Sobolev-Jacobi. Neste trabalho mostramos que os polinémios ortogonais
de Sobolev-Jacobi tém n zeros reais e distintos e, obtemos a localizacdo destes zeros com relacdo
a localizacdo dos zeros de outros polinomios ortogonais, em particular, dos polinomios ortogonais

de Jacobi.
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1 Introducao

Uma seqiiéncia de polinémios {P¢} > o ¢ chamada de seqiiéncia de polinomios ortogonais com
relagdo & medida d¢ no intervalo (a,b), —oco < a < b < o0, se P;f’ é de grau exatamente n e

P¢ P¢ /P¢ 2)do(x) = {O, param#n. 1)

p£>0, param =n

Estes polindmios possuem muitas propriedades, as mais importantes delas é que eles satisfazem
uma relagao de recorréncia de trés termos e seus zeros sao reais, distintos e estao no intervalo
(a,b).

Por exemplo, os polindomios de Jacobi denotados por Rga,ﬁ )
(—1,1) com relacao a medida

, que sao ortogonais no intervalo

dp(x) = (1 —2)*(1 4+ z)Pdz, a> -1, > —1.
Eles podem ser obtidos através da relacao de recorréncia de trés termos

P (@) = (2= 830) PEO(@) - o) PP (@),

para n > 1, onde

ﬁQ—OéQ
2n+a+6+2)2n+a+p6)’

(.8) _ dn(n+a)(n+p)(n+a+p)

(.B) _
n+l _(2n+a+6—1)(2n+a+ﬁ)2(2n+a+ﬂ+1)’ Pt =

Q
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«, «, 057/3
P2y =1e P! ﬁ)(x):x+7a+ﬂ+2.

Uma seqiiéncia de polinémios, {S,}72, ortogonal com relagao ao produto interno

/f x)db: (z —l—)\/f z)dbs(x),

onde A > 0 é chamada seqiiéncia de polinémios ortogonais de Sobolev. Estes polinémios, em
geral, nao satisfazem as mesmas propriedades dos polinomios ortogonais associados ao produto
interno (1), como por exemplo, eles ndo possuem uma relacao de recorréncia de trés termos e os
zeros destes polinomios podem nao ser reais e simples.

Em [2], Iserles et al. introduzem o conceito de par coerente de medidas, ou seja, se existem
constantes nao nulas o,, n > 1, tais que os polinomios ortogonais associados as medidas df; e
dfy satisfazem para n > 1,

Po(e) = —— { [P, @) + onl P @)}

dizemos que {df;,df2} é um par coerente de medidas. Utilizando este conceito, encontram a
seguinte relagdo para os polindmios ortogonais de Sobolev, para n > 0,

Sn+1(x) + anSu(w) = Py, () + 0u P (x). (2)

No trabalho de Meijer [3], os pares coerentes de medidas foram completamente determinados,
em particular, Meijer estabeleceu que ha somente quatro tipos de pares coerentes de medidas
envolvendo a medida de Jacobi, por exemplo, o par coerente do tipo I é dado por

doy(z) =z —&|(1—2)*(142)Pdz, dfy(z)=(1—2)*TL(142)° dz, com |€]>1, a>—1e >—1.

No trabalho de Berti, Bracciali e Sri Ranga [1], foi introduzida uma nova abordagem para
estudar os polinémios ortogonais de Sobolev, que possibilitou estender os resultados além do
conceito de par coerente e, ainda manter uma relacao da forma (2). Para os polinomios de
Jacobi, encontramos em [1], o seguinte resultado.

Teorema 1. Os polinémios ortogonais monicos associados ao produto interno
1
(f,9) 9lsy, = /f 1‘|‘I€1‘|—I€LE‘)(1—$)a(1—|-$)’8d56+/f/(l‘)g/(93)(Iiz—f—ligﬂ?)(1—$)a+1(1—|-$)’8+1d56, (3)

-1

chamados aqui de polinémios ortogonais de Sobolev-Jacobi do tipo I, S,, satisfazem, paran > 0,

Snt1(x) + @Sy (x) = P () = PY, (2) + b, PV (),

by, %0 1 7(1o¢+1,[3+1) (o)
com So(z) =1, ap = pn + nin +SJ1)H 30 , bn:mp”;rol e dio(z)=(1+kz)(1—2)*(1+
Pn Pn

x)ﬁdx. Aqui =1 <k <1, ky > |k3|, L+ k1 > |k| >0 epara k =0, 1+ Kk > 0.

Quando k3 =0 e k # 0 as medidas

1
do(x) = ’x + ! (1—2)*(1+2)%dz e dby(z)=(1—2)*T 1 +z) de (4)
. . 1+ k1 K2
formam par coerente de Jacobi do tipo I com { = —— e A = ﬂ e quando k3 # 0 estas
K K

medidas nao formam par coerente.
Para estudar a localizagao dos zeros dos polinomios de Sobolev-Jacobi do tipo I, consideramos
alguns resultados preliminares.
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2 Resultados Preliminares

Paran > 0ei >0, definimos para |k| <1ek #0

/S Y(1+k2) (1—2)*(1+2)’dz e mg"):/lsg(x)(um)iu—x)a+1(1+x)ﬂ+1dx, (5)
-1

e para k = 0 definimos

1 1
n>:/ Sn(@)[wtsgn(sg)]' (1-2)" (1+a) de e m§">=/ St () [atsgn (k)] (1-2)°H (14) L da,
) R ©)
—1, se k3<O0

onde sgn(ksz) = { 1 se ks> 0"

(n)

. . . ~ (n n ~ (n
Precisamos encontrar os sinais de m™ e m\™ que denotaremos por sgn(m'™) e sgn(m™
) [ 1 ) )
respectivamente, e para isso utilizamos os préoximos trés lemas.

Lema 1. Consideremos (5) e (6). Entdao,

a) paran>1ei=0,1,...,n—1,

i) quando |k| <1 ek #0, mgi)l + /ilmg " = —m;gm —}-z( K3 — KK2)m n)l,
ii) quando k =0, mgn) =7 _:m {ngm( ™4 (ko — |Kk3|) 7 E ") },

b) paran>1ei >0,
i) quando |k| <1 er #0,

" =

i+t g2 i+ (a4 )0 - w)+E+ D+ e + i1 - ),

ii) quando k =0,

" =i+ a+ B+ Im{) —{2sgn(ra)i+ (8 + DL+ sgn(ks)] — (o + D[L - sgn(xs)] | m{"

Para demonstrarmos o item (a) deste lema, utilizamos a propriedade (S, (1 + Iil‘)i>SJ1 =0

parai=0,1,...,n — 1, e as defini¢oes de ml(.n) e mﬁ”). E o item (b) demonstramos integrando
mE”) por partes e utilizando a definigao de mgn)
Substituimos os resultados do item (b) em (a) do lema anterior e obtemos as seguintes

™),

relagoes de recorréncia para m
Lema 2. Paran>2ei=1,...,n—1,

C 1+iksk i+ a+B+2)

i) m z+1 , quando |k| <1 e k # 0, onde

Ai:<H2—3%)i2+{/€2(a+ﬁ+1)—;[ (2—/£)+ﬂ(2+/<a)+3]}i+m,
B; = [2&2—%(3—/&2)} i2+</€2—%> [a(l—n)—i—ﬁ(l—i—/ﬂ)}i e
Ci:</12—%>(1—/<c )i(i — 1),

— 15—



w  Am — Bm{")

HT k(i ta+ B+ 2)

ii) m , quando k = 0, onde
A; = (ko —3|k3|) i+ko(a+54+1)— ks {(a+6+3)sgn(ks)+ B[1+sgn(ks)] —a[l—sgn(ks)] }
14+ K

+ . )
7

B; = (k2 — |k3|) { 2sgn(ks)i+ B[l + sgn(ks)] — a[l — sgn(ks)] } .

A localizagao dos zeros quando as medidas df; e dfs em (4) formam par coerente de Jacobi
do tipo I, foi estudado no trabalho de Meijer e de Bruin [4]. Nosso objetivo neste trabalho
é estudar a localizacao dos zeros quando estas medidas nao formam par coerente. Para isso,
vamos impor algumas condigoes para os parametros usados de forma a encontrar os sinais dos
coeficientes A;, B; e C; para k # 0 e A; e B; para k = 0. Consideramos entao,

K
—1<k<0 ou 0<k<l1l, kK1 >0, a>0, ﬁ206ﬁ2>3—320, (7)
K
e obtemos o seguinte resultado.

Lema 3. Considerando (7), temos para n > 1, que

Z) Ai>0,Bi>0€CiZO, 1> 1,

ii) sgn(mgn)) = (=1)"*[sgn(k3)]", i = 0,1,...,n, e quando K1 = 0 temos mgn) =0,
iii) sgn(m\™) = (—1)"FH [sgn(ksg)]" L, i =0,1,...,n — L.
Demonstragao:

i) Segue das condigoes em (7) que A; >0, B; >0e C; > 0.
i1) Pela relagao entre os polinomios de Sobolev e de Jacobi, dada no Teorema 1, temos

1 1
/ Sn+1(1:)(1—:E)a(l—l—:p)ﬁd:v—i—an/ Sy (x)(1 — 2)*(1 + z)dx = 0
—1 —1

(n+1) (n) (0) (n)) -
0

logo, m —ap,my ', n > 0. Além disso, como my’ > 0, encontramos sgn(m

(=1)"[sgn(an)]".

Utilizando o item (i) do Lema 2 e indugdo matemadtica, temos que para i = 0,1,...,n,
sgn(mz(-n)) = (=1)"*i[sgn(a,)]", além disso, mgn) = —mmgn), e pelas relagoes para a, e by,
dadas no Teorema 1, temos que sgn(a,) = sgn(ks).
i71) Finalmente, utilizando esses resultados em (i) do item (b) do Lema 1 e indugao matemadtica,

temos que sgn(rhgn)) = (=) H sgn(k3)|" L, i =0,1,...,n — L. n
De forma andloga, para k = 0, consideramos
a>0,8>0,1+rK >0 e kg > 3|krs| (8)
e obtemos o seguinte resultado.

Lema 4. Com as condigoes (8) temos para n > 1, que

i) os coeficientes A; sao positivos e os coeficientes B; tém o mesmo sinal de kg,

i) sgn(min)) (=) [sgn(ks)]"™, i=1,2,...,n e m[()n) =0,

iii) sgn(m\™) = (=171 [sgn(r3)]" T, i =0,1,...,n— L.

)
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Nos lemas a seguir obtemos os sinais de certas integrais definidas, que serao fundamentais
para estudarmos a localizacao dos zeros dos polinémios S5,.

Lema 5. Para n > 2 consideremos m,, e Tp, polindmios monicos de grau ri e ra, respectiva-
mente, com 2 <ri <n el <ry<n—1, tal que todos os zeros de T, e mr, SG0 reais e estao no
intervalo (—1,1). Sejam

1 1
If/1 Sn(@)mr, (2)(1 - 2)*(1 + 2)7dz e IQ_/fn(x)m (z) (“D (1—2)*(1+2) dz,

entdo sgn(ly) = (—1)"T"1[sgn(k3)]" " e sgn(lz) = (—1)"1"2  sgn(k3)]|" "2+, desde que as
condigoes (7) e (8) sejam satisfeitas.

Demonstragao: Sejam —1 < t,, 1 <t 2 < --- <t , <1 os zeros de m,, entao podemos
71 i 71
1 ,
escrever Ty, (x) = z;ci (az + K) ,parak #0 e m(z) = Z;ci[x + sgn(k3)|', para kK = 0,
1= 1=
onde ¢, = 1.
Como sgn( ) = sgn(k3), entao se ¢; 75 0, sgn(c;) = (=1)"~[sgn(k3)]* %, i = 0,1,...,71.
Logo, I} = Z m ,param#OeIl Z mg),paraﬁ;:().
1=0

(n)

Assim, con&derando os sinais de m,
sgn(ly) = ((=1)""" [sgn(s3)]" ™.
Obtemos o sinal de I de forma analoga ao caso k # 0. [ ]

dados nos Lemas 3 e 4 e os sinais de ¢; e k3, obtemos

3 Localizacao dos Zeros

Mostramos agora que quando as condicoes (7) ou (8) s@o satisfeitas, os polinomios de Sobolev-
Jacobi, S,,, tém n zeros reais e distintos e, além disso, determinamos a localizacdo desses zeros
com relacdo aos zeros dos polinémios de Jacobi e, quando k # 0, com relagdo aos zeros dos
polinémios ortogonais Py°.

Teorema 2. Se as condigoes (7) ou (8) sdo satisfeitas, entdo para n > 2,

i) Sy tem n zeros reais, distintos e no mdzimo um deles fora do intervalo (—1,1),

ii) os zeros de S, se entrelagcam com os zeros de P,(La’ﬁ), sendo para k3 < 0,
3n1<p7(117ﬂ)<sn2<p22’m - < Sp, n<p$”’f)

e para k3 > 0,

p( 8) < Sp1 <p7(12’6) < Spa < -v- <p£ff;f) < Spn

P(avﬁ)

Demonstracgao: Seja pfﬂb ) um zero de P,(la’ﬁ). Tomando r1 =n —1e mp_1(x) = ni(iﬂ))
L= Pn;

plesb) (z)
no Lema 5, obtemos I; = / Sp(z ni(aﬁ)(l — 2)%(1 4 x)%dz, onde sgn(I;) = —sgn(ks).
N pn?;
Aplicamos a férmula de quadratura gaussiana nos n zeros de Péa’ﬂ ) e paraj =1,2,...,n obtemos
=Wy ;S (pf” ))[P( 5) (pfl J’B))] onde W, ; > 0 s@o os pesos da férmula de quadratura.

Assim, quando k3 < 0 temos I; > 0 e entao Sn(pia]fﬁ))[P,ga’g)(p(a’.ﬁ))]’ > 0. Logo, como

n7j
(0,8)

« . . . ~
[P,g p )]’ tem sinal oposto em dois zeros consecutivos de P, "’ o mesmo acontece com S, entao



(a,8)  (a,f)

Sy tem pelo menos um zero em cada um dos n — 1 intervalos (pn,ifl,pm ), parai =2,3,...,n.
Por absurdo, mostramos que S, possui somente um zero em cada intervalo (pff‘f )1, pggi’ﬁ )), nao
possui zeros complexos e como S, ¢ monico, ndo possui zeros em (pgla’ﬁ ), +00), logo a tunica
possibilidade é S,, ter um zero em (—oo,pflaiﬁ )). Logo, S, tem n zeros reais, distintos e 5,1 <
pggiﬂ) < sp2 < piﬁé’g ) < s < Sy < pgffﬁm, além disso, como pﬁfﬁﬁ ),pffféﬂ ), cen p,(ff,’f ) estdo no
intervalo (—1,1), entdo no méximo s, 1 esta fora deste intervalo.

Quando k3 > 0, a demonstracao é analoga. [

Teorema 3. Se as condigoes (7) ou (8) sdo satisfeitas, entdo para n > 2,

PT(LCV’B+1)

i) os zeros de Sy se entrelagam com os zeros de , com os zeros de Sy d esquerda dos

respectivos zeros de Pﬁ“’ﬁ“), ou seja,
,B+1 B+1 1
Sn1 < pﬁ{f‘f ) < Sna < pgﬁf ) << S < ngc’v;Lﬂ+ )’

7 1
i1) os zeros de S, se entrelagam com os zeros de P,SaJr )

PV(LOH_LB)

, com 0s zeros de Sy a direita dos

respectivos zeros de , 0U seja,

(a+1,8) (a+1,8)

1
Pt < sna <y <spp <o <l < sy,

n,n

1,8+1 .
iii) os zeros de Pfij; B+1) separam os zeros de S,, ou seja,

atl,BH at1,6+1
Sn,1 < P7(1—1,1 ) < Sn2 < <Spp-1< pgl—l,n—l ) < Sn,n-

Para demonstrar este teorema, usamos o mesmo raciocinio da demonstracao do Teorema 2.

Como os zeros dos polinémios de Jacobi estao no intervalo (—1,1), entao de (i) e (ii) do
teorema anterior, podemos concluir que os zeros de .S, também pertencem a este intervalo. E
temos o seguinte resultado.

Corolario 3.1. Quando as condigdes (7) ou (8) sdo satisfeitas, todos os zeros de Sy estao no
intervalo (—1,1).

Teorema 4. Se as condi¢coes (7)ou (8) sao satisfeitas, entao paran > 2, osn—1 zeros de Syp_1
separam os zeros de Sy, ou seja,

Sl < Sp—1,1 <Sp2 <+ " <Spn-1<Sp—1n-1 < Snn-

Demonstracao: Pela relagao entre os polindmios de Sobolev e Jacobi, dadas no Teorema 1,
temos Sy (x) + ap—15,—1(x) = P}f‘”g)(aj), n > 1, assim, se sy, j € um zero de Sy, @n—15n—1(8n;) =
Péa’ﬁ)(smj), para j =1,2,...,n.

Se k3 < 0, pelo Teorema 2 obtemos para j = 1,2,...,n, Sn(p(a’ﬁ))[R(La’ﬂ) (p(a’ﬂ)

n,J 2%
é equivalente a S{l(sn,j)Péa’ﬁ)(sn,j) < 0, assim, S, (Sn;j)an—150-1(8n,j) < 0 e como sgn(an—1) =

sgn(k3) e k3 é negativo, concluimos que S}, (sp ;)Sn—1(Sn,j) > 0. Da mesma forma para k3 > 0,
obtemos a mesma desigualdade.

Logo, como S/, tem sinal oposto nos zeros consecutivos de S,,, 0 mesmo acontece com Sy,_1,
além disso, como S, é monico temos que S} (snn) > 0 o que implica que S,_1(spn) > 0.
Portanto, S;,,_1 tem um zero entre dois zeros consecutivos de S,. [ |

)]’ > 0, que

Para |k| <1 e k # 0, temos ainda o seguinte resultado.
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Teorema 5. Consideremos {Pﬁz’O 1 a seqiiéncia de polindmios ortogonais monicos com relagao
a dipo(z) = (1 + k) (1 — 2)*(1 + 2)Pdx. Se as condicées (T) sdo satisfeitas entdo, para n > 2,

i) os zeros de P;fo se entrelagcam com o0s zeros de Sy, sendo para k3 < 0,

DU < Sp1 < DUY < Spa <o < PYY < Sn,
e para k3 > 0, . .
Sn,1 < png < Sn,2 < pn?Q << Sn,n < p%,ona

i1) os n —1 zeros de P;Lpfl separam os zeros de Sy, isto €,
o Yo
Sn71 < pn—l,l < 37112 < e << Sn7n_1 < pn—l,n—l < 3n,n~

A demonstracao deste teorema é feita de modo andloga a demonstragao do Teorema 2,
utilizando a integral Is do Lema 5.

4 Consideracgoes Finais

Neste trabalho mostramos que, quando os parametros envolvidos no produto interno (-,-)sy,
em (3), satisfazem as condicoes (7), os polindmios ortogonais de Sobolev-Jacobi do tipo I, S,
tém n zeros reais, distintos e estdo no intervalo (—1,1). Vimos que os zeros destes polinomios
se entrelacam com os zeros dos polindmios ortogonais com relacao a diy e com os zeros dos

Pé%ﬂ)

polindmios ortogonais de Jacobi , onde a localizacao destes zeros depende do sinal do

)

A ’ oA a+1,0+1
parametro k. Mostramos também, que os n — 1 zeros dos polinémios P,(L_Jlr A+
os zeros de S,,.

e S,_1 separam

Quando x = 0, obtemos resultados semelhantes aos anteriores, considerando (8). Neste caso,
dependendo do sinal do parametro k3, os zeros dos polinémios ortogonais de Sobolev-Jacobi

)

~ N . . N . o A . . o
estao a direita ou a esquerda do respectivos zeros dos polindmios de Jacobi, P,g B,
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