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Resumo: Denote por x%;N(a), k=1,...,n, os zeros do polinomio ortogonal do tipo Laguerre-

Soboley LM (x) com relagdo ao produto interno

! ] /OOO p(z)q(z)z®e™"dz + Mp(0)q(0) + Np'(0)q'(0)

(p,q) = m

onde « > —1, M > 0 e N > 0. Em [1] provamos que :B%’CN(Q) interlaca com os zeros

do polinomio ortogonal de Laguerre Lﬁf)(:c) e estabelecemos monotonicidade com relacdo aos
pardametros M e N de :ci/[l’go(a) e x%’],:f(a). Mais ainda, encontramos Ny tal que xrj\th(a) <0

para todo N > Ny, onde x%}lN(a) ¢ o menor zero de L) (). Além disso, obtemos mono-

. . o - M.0 0,N
tonicidade e relagoes assintdticas de certas fungoes envolvendo x; ;" (a) ez, ().
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Introducao e Resultados
Considere a sequéncia de polindémios do tipo Laguerre-Sobolev {L,({l’M’N) ()}, que sao or-
togonais com relagdo ao produto interno

1 o
= YT M N ! / 1
(p.q) Ta+ 1) /0 p(z)q(z)a®e™ dz + Mp(0)q(0) + Np'(0)¢'(0), (1)
onde « > -1, M > 0e N > 0. Eles foram definidos e estudados primeiramente por Koekoek e

Meijer [4], onde obtiveram a seguinte representacao

d d?
(@MN) (1) = A, L@ L@ L @
Ly (@) = An Ly (2) + By Ly (@) + G g L (), (2)



onde

A=A = () - RN (L)
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e LT({)) (x) é o n—ésimo polindomio ortogonal de Laguerre.
Duenas e Marcelldn [3] consideraram os polindémios ortogonais do tipo Laguerre-Sobolev

E%Q’M’N) () gerados pelo produto interno

(p,q) = /OOO p()q(x)ze™da + Mp(0)g(0) + Np'(0)¢'(0), (3)

onde @ > —1, M >0e N > 0. E claro que as sequéncias {L;Q’M’N) ()}, e {E%a’M’N) ()},
coincidem quando M =T'(a+1)M e N =I'(aw+1)N. Portanto todos os resultados com relagao
aos zeros de Lﬁf"M’N) (z) obtidos neste trabalho podem ser reescritos em uma 6bvia maneira

substituindo M por ]\/4\/1“((1 +1) e N por N/T(a+ 1).

Denote por x, j(a) os zeros do polinémio de Laguerre Ll (z) e por xﬁ/[,’gN(a), x%k(oz) e
z, (a) os zeros de Ll (x), {0 (x) e r{e0N) (x), respectivamente, todos arranjados

M,N .
em ordem decrescente. Provamos que os zeros z, ; (a) se interlagam com os zeros x, ()
7

quando M, N > 0 e estabelecemos monotonicidade dos zeros z2, («) e 2, (a) com respeito aos

parametros M e N, respectivamente.
Teorema 1 As desigualdades

M,N M,N

2N (0) < 2o pia(a) < 22N (@) < 2o la) (4)

sequem para cadan € N, n > 2, e cada k com 1 < k <n —1. Mais ainda, para cada fixon o
menor zero x%ﬁN (o) satisfaz

x%ﬁN(a) >0, para N < Ny,
m%ﬁN(a) =0, para N = Ny,
w%ﬁN(a) <0, para N > Ny,
onde
(a+DI'(n—1DI'(a+4)
F'n+a+2)

No = (5)

E interessante observar que Ny nao depende de M. No caso em que N = 0 nds obtemos o
seguinte resultado que ja tinha sido descoberto por Duenas e Marcelldn [2].



Corolario 1 As desigualdades
0< m%kﬂ(a) < Tppp1(a) < x%k(o‘) < zpi(a) (6)

sao validas para cadan € N, n> 2, e cada k com 1 <k <n—1. Mais ainda, os zeros xﬁ/[k(a)
M

n,n

sao fungoes decrescentes de M e o menor zero x;',(a) se comporta como O (1/M) quando M

tende a infinito.
Quando M = 0 o Teorema 1 implica em:
Coroléario 2 As desigualdades
N N
T p1(@) < Tppr(a) <zpyp(a) <znp(a) (7)

sao validas para cadan € N, n>2, e cada k com 1 <k <n—1. Mais ainda, os zeros xﬁ[k(a)

N

sao funcoes decrescentes de N e o menor zero x, , () satisfaz
)

N (a) >0, para N < N,

n,n
N (a) =0, para N = Ny,
N (o) <0, para N > N,

onde Ny € dado por (5).

Fazendo Ny = No/T'(a + 1), concluimos que o menor zero ), (a) do n—ésimo polinémio

ortogonal do tipo Laguerre-Sobolev definido por Duenas e Marcelldn [3] satisfaz

N (a) >0, para N < No,

n,n

EEN (a) =0, para N = ]Vo,

n,n

aN (a) <0, para N > No,

n,n

onde

IF(n—1DI'(a+2)(a+4) '

No =T(a+1)No = Fn+a+2)

(8)

Resultados numeéricos foram fornecidos em [3] a fim de determinar os valores N para o qual

zN () é positivo (negativo). Comentemos que aqueles resultados numéricos de Ny coincidem
com a nossa expressao explicita de (8).

Foi provado em [2] que z*, () — x,,_1 x(+2) quando M — oo, paracada k =1,...,n—1.
Noés fornecemos um resultado muito interessante a respeito do comportamento assintético das

diferengas zM, (o) — 2p—1 (a0 + 2).

Teorema 2 Para cadan > 2,

e
Mlim Mz, (o) = zp_1k(a+2)] = gu(a), k=1,...,n—1, 9)
onde 1
e
(e +2) (")



E surpreendente que o limite g, () em (9) ndo depende de k.
Teorema 3 Para cada n > 2, as quantidades
Mz (o) — zn_11(a +2)] (11)

n,1

sao fungoes crescentes de M > 0.
De fato, experimentos numéricos mostram que as quantidades M :B,]K[n(a) e
M
My (@) = Tp—1 k(o + 2)]

sao funcgoes crescentes de M > 0 para cada k com 1 <k <n —1.
Tendo em mente os limites no Teorema 2 e a monotonicidade no Teorema 3, obtemos:

Coroléario 3 As desigualdades
2y (@) < @11+ 2) + go(e) /M
sao vdlidas para cada M >0 en € N comn > 2.

A fim de formular o resultado correspondente sobre o comportamento assintético de xfy >
definimos o polinémio

on(a+2)—(a+1) m+a)
Fral) = = (a+1)(a+3) (n—2>L£‘)($)

2
_n-lfnta iL(a)(gC)_ 1 (n+a diL(a)(x)'
a+1l\n—-1/dz " a+1\n—-1/dz2™"
Teorema 4 Para cada n > 2 e cada o > —1, o polinomio F,, o(x) possui somente zeros reais

e distintos o qual denotamos por (, (a), ordenados em ordem decrescente. Entao xflvk(a) —
Cn (@) com N — oco. Mais ainda,

(12)

]&ErlmN[wﬁk(a) —Gp(@)] =gnr(a), k=1,...,n, (13)
onde o\ (-Dn+a+l)
mi) = () G T v (1)
an(a)[Cn,k’(a)P + bn(a)Cn,k(a) + Cn(a)
n[Cn,k(a)P - (a + 1)<n,k:(a)
an(@) = (@ +2% —a(a+2n — (a+1), by(a) = (a+1)(a+2)(a+3)

cn(@) = —(a+1)(a+2)*(a+3).

O leitor deve observar uma diferenca 6bvia sobre a monotonicidade das quantidades envol-

vendo zM, () e 2, (o). Nio estd clara a monotonicidade para essa tltima. Experimentos

numéricos mostram que, curiosamente, todas as quantidades
Nzp(@) = Gua(@)], k=1 -2
T, (o nk(a)], k=1,....,n—2,n,

N

crescem com N > 0 enquanto Nz, , 4

(o) = Gun—1()] decresce.
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