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1 Resumo

O objetivo principal deste artigo é o estudo de emparelhamentos das arestas de poligonos
hiperbdlicos com 12g— 6 arestas que estejam associados a tesselagdo {12g— 6,3} pois estas
fornecem empacotamentos de esferas com densidade maxima e portanto relacionados a cédigos
com probabilidade de erro minima, ou seja, cédigos étimos. Neste artigo apresentamos as gene-
ralizagoes dos casos I e IV, figura 3, onde mostramos que todos os seus ciclos de vértices tem
comprimento 3 e portanto sao dominios fundamentais da tesselacao {129—6,3}.
Palavras-chave: Emparelhamento de arestas de poligonos hiperbdlicos, Cddigos geometrica-
mente uniforme, Empacotamento de esferas, Geometria hiperbdlica

2 Introducao

O problema de empacotamento de esferas tem como principal objetivo a busca pela maior
densidade possivel de empacotamento. Dentre os possiveis empacotamentos de esferas, desta-
camos os associados a reticulados, ou seja, aos conjuntos de esferas cujos centros fornecem um
reticulado. Nestes casos, temos que a densidade de empacotamento é o volume da esfera dividido
pelo volume do poligono que a contém.

Assim, quando consideramos um reticulado da forma {p,q}, temos um empacotamento de
esferas associado. A busca por empacotamentos reticulados 6timos, no sentido da maior densi-
dade possivel, estd ligada a busca de cddigos 6timos, pois maior densidade de empacotamento
implica em menor probabilidade de erro.

Em [8, pagina 241], Toth apresentou o limintante maximo para a densidade de empacota-
mento no plano hiperbdlico. Segundo ele, a densidade de empacotamento é limitada superior-
mente por % Em [2, Cap. 4 teorema 4.1.1] fizemos estudos assintdticos para reticulados do tipo
{p,q}. Demonstramos que assintoticamente!, a densidade de empacotamento nio atinge o valor
%. Porém, temos que % é atingido por empacotamentos de horobolas {0, 3}.

A relevancia de tais resultados para empacotamento de esferas, estd no fato que um reticu-
lado hiperbdlico do tipo {12g— 6,3} fornece um empacotamento timo com relacéo a densidade
de empacotamento no plano hiperbdlico. Além disto, para g — o temos que as densidades,

*Agradecemos ao CNPq pelo apoio financeiro, processo nimero 505258/2008-0, e & Universidade Federal de
Vigosa pela licenca para estagio pés-doutoral.
I Assintoticidade no sentido de p e g tenderem a infinito, onde p e q determinam um ladrilhamento {p,qa} .

— 342 —



de empacotamento e de cobertura, do referido reticulado atinge o valor méximo apresentado
por Toth. Dai, nosso interesse em explorar os emparelhamentos de arestas de poligonos, em
particular os poligonos com 12g— 6 arestas (segao 3).

3 Emparelhamento de arestas de um poligono

Seja P um poligono e considere 4 o conjunto de arestas de P. Um emparelhamento de arestas
de P ¢é definido da seguinte forma.

Definicao 3.1. Um emparelhamento de arestas de P € um conjunto ® = {T|[T € A4} de isometrias
que, para toda aresta T € A: 1) existe aresta T € A com T (V) =1; 2) as isometrias Ty e Ty
satisfazem a relacdo Ty = T, 3) se T for aresta de P entdo U = PNT 1(P).

O emparelhamento @ de um poligono P gera um grupo I'. Com este grupo podemos obter
superficies de Riemann R de um dado género g através do quociente de E por I', denotado por %,
onde E pode ser o plano euclidiano, ou o plano eliptico, ou o plano hiperbélico. Se I' é um grupo
finitamente gerado do primeiro tipo?, podemos denotar a assinatura de " por (g: k;mg,mp, ..., my),
onde g denota o género, K o nimero de elementos elipticos e/ou parabélicos. Caso I' nao tenha
elementos parabdlicos nem elipticos, entdao denotamos por (g: 0).

Seja ' um grupo finitamente gerado do primeiro tipo I' com assinatura (g:0). Entao o
numero N de arestas de arestas do poligono emparelhadas pelas funcoes geradoras de ' estd
entre 49 e 12g9—6 [1].

Os emparelhamentos para poligonos com 4g arestas foram bem explorados na literatura [2],
[4], [5], [7] e [10]. As figuras 1 e 2, ilustram dois destes emparelhamentos.

Figura 1: (@) Ilustragdo do emparelhamento para género g=4

Figura 2: (b) Emparelhamento para g =4 com arestas diametralmente opostas

Com relagao aos emparelhamentos de arestas de poligonos com 12g— 6 arestas que represen-
tam uma superficie de Riemann compacta, orientavel de género g, para o caso do género ser dois
(g=2) sabemos que existem somente oito emparelhamentos e estes estao apresentados na pagina
267 em [5] (veja figura 3) (salvo conjugagoes por isometrias preservando orientacao) . Para os
géneros 3,4 e 5 o nimero possivel de emparelhamentos tem 5,7 e 10 digitos respectivamente,

2Dizemos que um grupo I' é do primeiro tipo se o conjunto dos pontos de acumulacio das érbitas I’ (2)gerp €
igual & fronteira do disco de Poincaré dD2.
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conforme observou Girondo e Gonzélez-Diez em [6]. Em minha tese de doutorado, [3], um desses
emparelhamentos foi generalizado para qualquer género g.

Neste texto apresentamos a generalizacao de mais dois casos (Caso I e caso IV).

Iniciamos com a generalizagao do caso 1.

4 Emparelhamento generalizado cbllzg 5

Considere um poligono Pipg ¢ C D? com 129 — 6 arestas, g > 2, onde D? representa o plano
hiperbdlico. Denotamos seus vértices no sentido anti-horario por {vi, vz, ---,Vlzg—e} e suas arestas
por {T1,To,...,T12g-6} onde T; é 0 segmento geodésico iniciando em Vv; e findando em vi1 1, imod(12g—6).
Denotando os vértices inicial e final de uma aresta T por | (1) e F (1), temos pela construgao do
poligono que | (1)) = Vi e F (Ti) = Vi4+1.

Se o género g for igual a 2 temos um poligono com 18 arestas, Pig. O caso I apresentado em
[5] fornece um emparelhamento que representa uma superficie de Riemann compacta, orientavel
de género 2 e é dado pelos pares de arestas, emparelhadas da seguinte forma

[ {11,110}, {12, 15}, {13, 17} , {14, T8} , {T6, To} J _ (1)

AT11,T1a}, {115,118}, {112, T16}, {113, T17}

Nesta secao, exibimos a generalizacao do emparelhamento correspondente ao caso | que é
descrita por.

e Dado o poligono Piog ¢ descrito acima, assumimos, para permitir emparelhamento de
arestas por isometrias, que os seguintes pares de arestas possuem o mesmo comprimento:

{11,110} {12, T5}; {16, To}; {13, 7} {14, Ts};

{T11410K T1a410k}; {T15+ 106 T12g-6-2k }5 { T16+ 10k T19+10k}; {T20+10k T12g—7—2k };
{T12110k T27110k}s {T13 1120k, T8 10k}, S€0<k<g-3.

{T10g-9,T10g-6}; {T10g-5, Trog—2}; {T109-8, T109-4 }; { T109-7, T10g-3}

Considere as isometrias hiperbdlicas (tinicas) que indentificam os pares conforme segue:

a1 (T1) = T10; U2(T2) = Ts; 03(Te) = To;
04 (T3) = T7; O5(T4) =Ts;
B1tek (T11410k) = T1a410k B2tek (T15410k) = T12g-6-2k; Batek (T16+10k) = T19+10k
Batok (T20410k) = T12g-7—2k; Bstek (T12410k) = T17+10k; Betoek (T13+10k) = T18+10K;
06 (T10g-9) = T10g-6; 07 (T10g-5) = T10g-2; O8(T10g-8) = T10g-4; O9(T10g-7) = T10g-3
se0<k<g-3.

Dizemos que o conjunto

Phog 6 = {0, Briex, B2+ok: Barex: Barex: Borew: Borex k= 0,1,2,..,9-3 e j=12..9}
¢ um emparelhamento para o poligono Piog . Particularmente, se tomarmos g = 2 teremos o
emparelhamento apresentado em (1).
4.1 O emparelhamento cDIlZg—G

Esta parte, contém alguns resultados que nos permitem conhecer um pouco mais sobre o
emparelhamento CD'129L6. Neste sentido, iniciamos apresentando um resultado que diz que todo
ciclo® de vértices tem comprimento trés. Antes, seja ¢ € ¢’|129—6 e suponha que ¢ (1;) =T;. Entao
temos que ¢ satisfaz

3Seja Moy 6= <¢12$5> . Um ciclo é uma classe de equivaléncia de vértices congruentes, ou seja, ¢ um conjunto
da forma
{T(2)|T €T129-6 € Ze T (2) sdo vértices de Pog 6} -
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Figura 3: Os oitos tipos de emparelhamento, de poligonos com 18 arestas, existentes para género

g = 2. Figura reproduzida da pagina 267 em [5].
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¢ (1 (1)) =F (¢ (1)) =F (1)) e ¢ (F (1i)) = (¢ (1)) =1 (1))
Em outras palavras, como | (1j) =V; e F (1)) = V41, obtemos que, nesta situacao
db(Vi)=Vjr1 € ¢ (Viyr) =Vj.
Proposicao 4.1. Seja qD':LZg—G um emparelhamento do poligono Piog . Entao todos os ciclos de
vértices tem comprimento 3 conforme verificamos a sequir:

{V2, Ve, V10}; {V3, V5, Va}; {Va, V7, Vo };
{vi14sk, V154K V1k};  k=0,1,...,29—5
{V12. 410K V14110k: Vi 110k} {Vi3410K V17410k Vior10k); K=0,1,....,0—3
{V10g-9,V10g-5,V—29+5}; {V10g-8; V10g-6, Vi0g-3}; {V10g—7; V10g-4; Vi0g-2}
Demonstragao: Iniciamos obtendo o ciclo que contém o vértice vo. Note que

Vo = F (Tl) = (Tz).

Pela definicao das funcgoes de emparelhamento, temos que T2 é emparelhada a aresta Ts através
da transformacgao 0z. Segue entao que

az(v2) = 0z (I (12)) = F (02(12)) = F (T5) = Ve,

de modo que Vg pertence ao ciclo determinado por Vo. Mas, além de ser o vértice final de Ts,
temos que Vg € o vértice inicial de Tg e como Tg é emparelhado a Tg por O3, obtemos

az(ve) = 03 (l (T6)) = F (a3(t6)) = F (T9) = V1o,
de modo que Vjg pertence ao ciclo determinado por Vo e Vg. Novamente, temos que vig= | (T10)
e T10 é emparelhada a T através da isometria O(l_l. Segue que

o;t(vig) = agt (1 (T10)) = F (a7 (T10)) = F (12) = Vo,

completando um ciclo. Assim, o ciclo determinado por Vo é

{V2, Ve, V10} - (2)

Seguindo neste racicinio, temos todos os outros 4g— 3 ciclos restantes. m

Seja r'12976 o grupo gerado pelo emparelhamento @'12%6 do poligono Piog_g. A partir da
proposigao 4.1 concluimos que o nimero de ciclos de vértices sao 49— 2 ((12g—6)/3).

Assim, temos condigoes de concluir que o grupo gerado pelo emparelhamento cDIlZgLG nos
fornece através do quociente pelo plano hiperbdlico, uma superficie de Riemann compacta ori-
entavel de género g.

|
12g—-
descontinuo, isomorfo ao grupo fundamental Ty (Ry), e ]D>2/r'129L6 € difeomorfo a superficie de

Riemann Ry.

Demonstracao: Assumindo que a soma dos angulos em cada ciclo é 2Tte sendo as arestas em-
parelhadas de mesmo comprimento concluimos, pelo teorema de Poincaré, que r'lzg_e é discreto.
Como F'lzg_s C PSL(2,R) temos um grupo propriamente descontinuo®. Além disto, pelo teorema
de Poincaré, segue que o poligono é dominio fundamental do grupo gerado pelas fungoes de em-

parelhamento, de modo que o quociente D?/ r'lzgfe ¢é difeomorfo a uma superficie de Riemann,

Corolario 4.2. Se a soma dos angulos em cada ciclo € 2T, entao I’ 6 € um grupo propriamente

Ry, compacta orientével de género g e 1y (Ry) é isomorfo a r'lzgfs. ]

Resta apenas determinar seu género, que pode ser obtido através da caracteristica de Euler-
Poincaré. Da proposicao 4.1 temos que o nimero de ciclos de vértices sao 4g— 2. Sendo 6g— 3
o numero de arestas identificadas, concluimos que o emparelhamento (13'129_6 representa uma
superficie de Riemann compacta orientdvel de género g pois a caracteristica de Euler-Poincaré
¢é dada por

X (Pr2g-6) = 1—(6g—3) + (49— 2) =2-2g.

Damos sequéncia ao artigo apresentando o caso IV.

4Um subgrupo ' ¢ PSLy (R) é discreto se e somente se sua a¢ao em H? for propriamente descontinua (Capitulo
5 das notas de aula de "Grupos Fuchsianos”do professor Marcelo Firer).

— 346 —



5 Emparelhamento generalizado dD'l\ég 6

Considere um poligono Piog g C D? com 129 — 6 arestas, g > 2.

Se o género g for igual a 2 temos um poligono com 18 arestas, Pig. O caso IV apresentado em
[5] também fornece um emparelhamento que representa uma superficie de Riemann compacta,
orientavel de género 2 e é dado pelos pares de arestas, emparelhadas da seguinte forma

[ {11,100}, {12,112}, {13, 76}, {14, T15} , {T5, Ta6} J (3)

AT17, 111}, {18,118}, {To, T3}, {T14, T17}

Prosseguimos descrevendo a generalizacao do emparelhamento correspondente ao caso V.

e Dado o poligono Piog 6 descrito acima, assumimos, para permitir emparelhamento de
arestas por isometrias, que os seguintes pares de arestas possuem o mesmo comprimento:

{13, 76} {14, Tag1}: {15, Tag};

{17180, T11 48k} {Tat8r, Trog—6-ak }; { Tor8k, T13 18k}
{T1048Kk: T1—ak}; {T1or8k: To—ak}; {T14+8k, T12g-7—4k }
se0<k<g-2.

Considere as isometrias hiperbdlicas (tinicas) que indentificam os pares conforme segue:

01 (13) = Te; O2(T4) = Tgg—1; O3(T5) = Tgg;
&1r6k (T718k) = T1148k 246k (T8r8k) = T12g-6-4k; &3+6k (Torsk) = T1348k:

&arek (T1048k) = T1—ak; Esy6k (T1248k) = To—ak; &6t6k (T1a48k) = T12g-7—4k;
se0<k<g-2

Dizemos que o conjunto

(DI:IYZQ—B = {5}, &6k, 26k, E3+6k, Earoks E5 6k G616k, k=0,1,2,...,0-2 e =123}

¢ um emparelhamento para o poligono Pipy 6. Particularmente, se tomarmos g = 2 teremos o
emparelhamento apresentado em (3).
Um relevante resultado sobre o emparelhamento @'1\59_6 é que

Proposicao 5.1. Seja ¢'1V29L6 um emparelhamento do poligono Piog 6. Entao todos os ciclos de
vértices tem comprimento 3 e sao da sequinte forma:

{Va, Ve, Veg}; {Vs, Veg—1,Veg+1};
{V748k, 1248k, Va—ak }; { Va+-8k, V148K, Vi—ak }; { Vo+8k, V14-8k, V12g-6-4k };
{Vioiek, V136K, Vo-ac}; k=0,1,..,0—-2

Demonstragao: Andloga & construcao feita na demonstracao da proposicao 4.1. m

Seja rQ’zg_e o grupo gerado pelo emparelhamento @%9_6 do poligono Piyg_g. A partir da
proposigao 4.1 concluimos que o nimero de ciclos de vértices sao 49— 2 ((12g—6)/3).

Assim, temos condigoes de concluir que o grupo gerado pelo emparelhamento CDI1V29_6 nos
fornece através do quociente pelo plano hiperbdlico, uma superficie de Riemann de género g.

Corolario 5.2. Se a soma dos angulos em cada ciclo é 2T, entdo r'lvzgfe € grupo propriamente

descontinuo, isomorfo ao grupo fundamental Ty (Rg), e Dz/r'l\gg_

Riemann Ry.

¢ € difeomorfo a superficie de

Demonstragao: Andaloga & demonstragao do corolario 4.2. m

Resta apenas determinar seu género, que pode ser obtido através da caracteristica de Euler-
Poincaré. Da proposicao 5.1 temos que o nimero de ciclos de vértices sao 4g— 2. Sendo 6g— 3
o numero de arestas identificadas, concluimos que o emparelhamento q)%g—
superficie de Riemann compacta orientéavel de género g pois a caracteristica de Kuler-Poincaré

¢é dada por

g representa uma

X(P129—6) =1-— (69—3) + (49—2) =2-29.
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Conclusao

Os emparelhamentos generalizados que apresentamos neste trabalho estdao associados a poli-

gonos que sao dominios fundamentais de tesselagoes do tipo {12g— 6,3} e estas sdo as tesselagoes
que forcenem empacotamentos de esferas de densidade maxima, ou seja, empacotamentos 6timos.
Além disto, acreditamos que busca por novos emparelhamentos relacionados a esta tesselacdo nos
auxiliard também a encontrarmos grupos os fuchsianos aritméticos relacionados a {12g— 6,3}

(veja [9]).
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