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Resumo: Neste trabalho é apresentado um problema de poluição em um sistema de reservatório.

Para tanto é proposto um modelo matemático bidimensional, baseado na equação diferencial par-

cial de Difusão-Advecção, no sentido de descrever a dispersão de poluente de superf́ıcie neste

tipo de recurso h́ıdrico, em função dos fenômenos f́ısicos considerados. Para o estudo são utiliza-

dos métodos de aproximação numérica para as simulações, onde foram considerados parâmetros

fuzzy permitindo incorporar ao modelo, clássico, aspectos de intŕınsecos de subjetividade e in-

certeza.
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1 Introdução.

O funcionamento de sistemas aquáticos tem sido objeto de diversas pesquisas, tanto quanto às
condições naturais quanto em relação aos impactos neles causados pelas atividades antrópicas
ou quanto às atividades de exploração do recurso [9], [6].

Como num ciclo, a qualidade e quantidade de água são bases para o desenvolvimento
econômico, que volta a contribuir para a qualidade da água e quantidade também, usualmente
com efeitos negativos predominantes, pois uma parcela significativa dos poluentes liberados
acaba sendo sendo transportada para a água e acumulados em lagos, reservatórios, mares e rios
[8].

Assim, este estudo foi realizado no reservatório de Salto Grande, integrante da sub-bacia
do rio Atibaia, abrigada pela bacia do rio Piracicaba, uma importante região do Estado de
São Paulo, formado principalmente pelo represamento do rio Atibaia, sua principal fonte de
sedimento.

O grande aporte de nutrientes, transportados pelo rio Atibaia, bem como a quantidade de
efluentes domésticos e industriais sem tratamento, provenientes das cidades da região, auxiliam
o florescimento de algas que produzem toxinas e odor, e as fontes de poluição difusa tais como
áreas de agricultura local podem lançar substâncias potencialmente poluidoras [4].

Considerando-se que o controle da poluição pode favorecer ações de conservação e/ou preser-
vação do meio ambiente e que a modelagem matemática pode ser uma aliada, contribuindo com
cenários simulados à partir de condições reais e/ou hipotéticas e propiciando avaliações e estudos
comparativos de estratégias é que se propõe este estudo, que envolve modelagem matemática no
estudo da dispersão de poluentes na superf́ıcie da água, em um sistema de represamento, onde
caracteŕısticas intŕınsecas são incorporadas ao modelo através da teoria dos conjuntos fuzzy.
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2 O Modelo Matemático.

O modelo matemático utilizado baseia-se na Equação de Difusão Advecção que considera o
fenômeno da difusão efetiva, o transporte advectivo, o decaimento e posśıveis fontes de poluição.

Considerando-se a concentração do poluente como a quantidade de matéria existente em um
determinado ponto do plano (x, y) no instante (t) é denotada por c = c(x, y; t), com (x, y) ∈
Ω ⊂ ℜ2 e t ∈(0,T].

A variação dessa concentração em um elemento de área em Ω ⊂ ℜ2 é dada matematicamente
pela equação:

∂c

∂t
= div[α∇c] − div[~V c] − σc + f, (1)

(x, y) ∈ Ω ⊂ ℜ2, t ∈ (0, T ] ⊂ ℜ
onde:

1. A difusão é descrita através do termo div[α∇c], onde α é tida por uma constante que
indica a difusibilidade efetiva no meio [7];

2. O transporte advectivo é modelado por div[~V c], com ~V indicando o campo de velocidade
de transporte no meio, div[~V ] = 0 [5];

3. O decaimento dado por σ(x, y; t)c(x, y; t), com σ indicando a taxa de decaimento global
na água [2]; e

4. A fonte dada por f = f(x, y; t), indicando descargas de efluentes.

Nesta abordagem será considerada a fonte como pontual, retratando o ingresso de poluente
no reservatório pelo rio Atibaia. Como forma de condições de contorno, tem-se von Neumann
homogêneas e condição incial c(x, y; 0) = c0(x, y), para (x, y) ∈ Ω.

3 Formulação Variacional e Discretização.

O objetivo com a formulação variacional é ”enfraquecer” as condições de regularidade da solução,
o que proporciona um aumento de classe de funções posśıveis para a solução do problema.

Desta forma, considerando o espaço abaixo, necessário para a formulação variacional genérica,
para uma separação de variáveis espaciais e temporal:

V =

{

v ∈ L2
[

J, H1(Ω)
]

, com
∂v

∂t
∈ L2(Ω), ∀t ∈ J

}

.

com J=(0,T] e os produtos internos dados por:

〈u|v〉0,Γ =

∫

∂Ω

u(x, y).v(x, y)dγ; e (∇u |∇v)0,Ω =

∫ ∫

Ω

∇u.∇vdµ.

e usando estes produtos internos apropriadamente, temos a formulação fraca dada por:
(

∂c
∂t
|v

)

Ω
+ α (∇c|∇v)Ω + V1

(

∂c
∂x
|v

)

Ω
+ σ (c|v)Ω = (f |v)Ω, ∀v ∈ V. (2)

Como pode ser observado na equação ( 1) aparecem as derivadas de segunda ordem, o sentido
clássico, já na formulação fraca aparecem apenas as derivadas de primeira ordem, no sentido
das distribuições.

Para a discretização da equação ( 2) a escolha foi pelo Método de Elementos Finitos, via
método de Garlekin, para a discretização espacial e Crank-Nicolson para a discretização tempo-
ral.

Deste modo, obtêm-se aproximações para a solução em variáveis separadas,
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c(x, y; t) =
∑

j cj(t).ϕj(x, y),

onde o sub-́ındice j refere-se à discretização do domı́nio considerado e {ϕj} é uma base para o
subespaço Vh ⊂ H1(Ω) de dimensão N < ∞.

As funções da base de Vh são escolhidas do tipo linear por partes, satisfazendo:

ϕi(xj , yj) =

{

1 se i = j

0 se i 6= j
(3)

onde (xj , yj) são as coordenadas do j-ésimo nó da malha.
Assim, ∀ϕi ∈ base de Vh, tem-se:

∑

j cj

[

α (∇ϕj |∇ϕi)Ω + V1

(

∂ϕj

∂x
|ϕi

)

Ω
+ σ (ϕj |ϕi)Ω

]

+
∑

j
∂cj

∂t
(ϕj |ϕi)Ω = (f |ϕi)Ω. (4)

E dáı, fazendo a discretização da variável temporal, tem-se, ∀ϕi ∈ base de Vh:

∑

j cn+1
j

{

1
∆t

(ϕj |ϕi)Ω + α
2

(∇ϕj |∇ϕi)Ω + V1

2

(

∂ϕj

∂x
|ϕi

)

Ω
+ σ

2
(ϕj |ϕi)Ω

}

=
∑

j cn
j

{

1
∆t

(ϕj |ϕi)Ω − α
2

(∇ϕj |∇ϕi)Ω − V1

2

(

∂ϕj

∂x
|ϕi

)

Ω
− σ

2
(ϕj |ϕi)Ω

}

+
(

fn+ 1

2 |ϕi

)

Ω
.

(5)

A ordem das aproximações temporais, é localmente, O
(

∆t2
)

.

4 Resultados e Discussão.

Para as simulações, tendo em vista a dificuldade em se precisar os parâmetros de modo que
ca-racteŕısticas intŕınsecas fossem consideradas, a opção foi pela modelagem dos coeficientes
através da teoria dos conjuntos fuzzy [1].

Desta forma, utilizando-se de sistemas de base de regras, os coeficientes da difusão, transporte
e decaimento foram modelados.

Um sistema de base de regras possui quatro componentes: um processador de entrada, um
conjunto de regras ligúısticas, um método de inferência e um processador de sáıda.

Nesta abordagem foram propostos três controladores: um para a modelagem do coeficiente
de transporte, V1, dependente do vento, v; outro para a modelagem do coeficiente de decaimento,
σ, dependente do tipo de ambiente, A, e da quantidade de matéria, Qm; e, finalmente, o terceiro
controlador responsável pela modelagem do coeficiente da difusão, α, dependente do transporte
e do decaimento do poluente, conforme é apresentado a seguir.

Figura 1: Estrutura do sistema de base de regras.

Para cada variável foram atribúıdos termos lingúısticos:
V1 foi caracerizado por: {pequeno, médio, grande e muito grande};
v por: {fraco, moderado, forte e muito forte};
σ por: {alto, médio alto, médio, médio baixo e baixo}; Qm por: {pouca, mediana e muita};
A por: {favorável, mediano e desfavorável} e, finalmente,
α por: {baixo, médio baixo, médio, médio alto e alto} .

Além disso, as variáveis foram modeladas matematicamente por conjuntos fuzzy representa-
dos por funções de pertinências.
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Nesta modelagem as funções de pertinência foram modeladas por meio de funções triangu-
lares e trapezoidais.

Como método de inferência, utilizou-se o Método de Mamdani.
As sáıdas dos controladores foram obtidas através do método de defuzzificação Centro de

Gravidade, obtendo-se como resposta as figuras dadas por:

Figura 2: Relação entre as variáveis de entrada e de sáıda dos controladores.

Nas simulações realizadas, procuramos observar a dispersão do poluente de superf́ıcie no
reservatório levando-se em consideração uma fonte pontual e uma quantidade inicial de poluente
no reservatório c0 = 0.5 quantidade de poluente por unidade de área e f = 0.0875, localizada
no segundo nó da malha, na fronteira Γ1, representando o ingresso de poluente pelo rio Atibaia.

Os coeficientes utilizados para as simulações foram: vento moderado de v=5, 4km/h, quan-
tidade de material poluente como Qm={0, 2; 0, 6; 0, 75} caracterizado por pouco material, uma
quantidade mediana e muito material impactante.

Como condições do ambiente tomou-se A={0, 25; 0, 6; 0, 87}, sendo ambiente desfavorável,
mediano e favorável aos processos de degradação, sendo posśıvel, deste modo, explorar os coefi-
cientes modelados por meio das regras fuzzy.

Para a geração dos cenários, considerou-se um peŕıodo de 5 dias e um passo no tempo
∆t = 0.05.

Uma das possibilidades de aproximação de Método de Garlekin é via Elementos Finitos,
para tanto é necessário: (1) criar uma malha em Ω, e, para isto, neste trabalho optamos por
elementos finitos triangulares e (2) definir a ordem dos polinômios de aproximação sobre cada
triângulo, e, neste trabalho, os elementos finitos são lineares [3].

Para a geração da malha de elementos finitos do domı́nio foi utilizado o programa Gmsh,
vale comentar que à medida que a malha é refinada, melhor é a aproximação do domı́nio.

Desta forma, variando-se os valores das variáveis de entrada dos controladores conforme
explicitado acima, foram obtidos os seguintes cenários:

Figura 3: Cenário 1. Pouco material impactante em ambiente desfavorável.
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Figura 4: Cenário 2. Pouco material impactante em ambiente mediano.

Figura 5: Cenário 3. Pouco material impactante em ambiente favorável.

Figura 6: Cenário 4. Quantidade mediana de material impactante em ambiente desfavorável.
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Figura 7: Cenário 5. Quantidade mediana de material impactante em ambiente mediano.

Figura 8: Cenário 6. Quantidade mediana de material impactante em ambiente favorável.

Figura 9: Cenário 7. Muita matéria em ambiente desfavorável.
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Figura 10: Cenário 8. Muita matéria em ambiente mediano.

Figura 11: Cenário 9. Muita matéria em ambiente favorável.
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De acordo com os cenários apresentados, pode-se verificar a influência do tipo de ambiente,
proṕıcio, ou não, aos processos de degradação, bem com da quantidade de material impactante
no meio.

Verifica-se que o aumento da quantidade de matéria poluidora no reservatório, reflete, jun-
tamente com as caracteŕısticas do meio ambiente, na concentração de poluente existente no
reservatório, bem como sua taxa de variação por unidade de área, no tempo.

Nos cenários 1, 2 e 3, observamos o comportamento da concentração de poluente, cuja
modelagem se deu com pouco material poluente, em ambiente desfavorável, mediano e favorável,
respectivamente.

Nos cenários 4, 5 e 6, observamos o comportamento da concentração de poluente, considerando-
se uma quantidade mediana de material poluente, em ambiente desfavorável, mediano e fa-
vorável, respectivamente.

Já, os cenários 7, 8 e 9, apresenta o comportamento da concentração de poluente, considerando-
se muito material poluente, em ambiente desfavorável, mediano e favorável, respectivamente.

Nestes cenários, constatamos que, em condições desfavoráveis aos processos de degradação,
maiores são as concentrações de poluentes no meio, e, à medida que essas condições vão melho-
rando, menores vão ficando as concentrações finais do poluente.

Também, podemos observar que, conforme aumenta a quantidade de poluente no meio,
independente das caracteŕısticas do ambiente em termos de potencial de autodepuração, pior o
estado final em termos de concentração de poluente no reservatório.

Considerando-se que esses resultados se mostraram satisfatórios, de acordo com especialis-
tas, afirmamos que a grande contribuição se deu por conta da modelagem dos coeficientes da
equação por meio de sistemas de base de regras fuzzy, onde caracteŕısticas f́ısicas do ambiente
que puderam ser incorporadas, buscando retratar aspectos revelantes.
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