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Resumo: Neste trabalho € apresentado um problema de poluicdo em um sistema de reservatorio.
Para tanto € proposto um modelo matemdtico bidimensional, baseado na equacao diferencial par-
cial de Difusdo-Advecgao, no sentido de descrever a dispersdo de poluente de superficie neste
tipo de recurso hidrico, em funcao dos fenémenos fisicos considerados. Para o estudo sdo utiliza-
dos métodos de aproximacdo numeérica para as simulacoes, onde foram considerados parametros
fuzzy permitindo incorporar ao modelo, cldssico, aspectos de intrinsecos de subjetividade e in-
certeza.
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1 Introducao.

O funcionamento de sistemas aquaticos tem sido objeto de diversas pesquisas, tanto quanto as
condicOes naturais quanto em relagdo aos impactos neles causados pelas atividades antrépicas
ou quanto as atividades de exploragao do recurso [9], [6].

Como num ciclo, a qualidade e quantidade de agua sao bases para o desenvolvimento
econémico, que volta a contribuir para a qualidade da agua e quantidade também, usualmente
com efeitos negativos predominantes, pois uma parcela significativa dos poluentes liberados
acaba sendo sendo transportada para a agua e acumulados em lagos, reservatorios, mares e rios
8].

Assim, este estudo foi realizado no reservatério de Salto Grande, integrante da sub-bacia
do rio Atibaia, abrigada pela bacia do rio Piracicaba, uma importante regido do Estado de
Sao Paulo, formado principalmente pelo represamento do rio Atibaia, sua principal fonte de
sedimento.

O grande aporte de nutrientes, transportados pelo rio Atibaia, bem como a quantidade de
efluentes domésticos e industriais sem tratamento, provenientes das cidades da regiao, auxiliam
o florescimento de algas que produzem toxinas e odor, e as fontes de poluicao difusa tais como
dreas de agricultura local podem langar substancias potencialmente poluidoras [4].

Considerando-se que o controle da polui¢ao pode favorecer a¢oes de conservagao e/ou preser-
vacao do meio ambiente e que a modelagem matemaética pode ser uma aliada, contribuindo com
cendrios simulados a partir de condicoes reais e/ou hipotéticas e propiciando avaliagdes e estudos
comparativos de estratégias é que se propoe este estudo, que envolve modelagem matematica no
estudo da dispersao de poluentes na superficie da agua, em um sistema de represamento, onde
caracteristicas intrinsecas sdo incorporadas ao modelo através da teoria dos conjuntos fuzzy.
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2 O Modelo Matematico.

O modelo matematico utilizado baseia-se na Equacao de Difusdao Advecgdo que considera o
fendmeno da difusao efetiva, o transporte advectivo, o decaimento e possiveis fontes de poluicao.

Considerando-se a concentragao do poluente como a quantidade de matéria existente em um
determinado ponto do plano (x,y) no instante (¢) é denotada por ¢ = ¢(x,y;t), com (x,y) €
QcR?ete(0,T).

A variacdo dessa concentracao em um elemento de drea em  C R? é dada matematicamente
pela equacao:

Oc

5= div[aVe] — div[Vc] —oc+ f, (1)

(r,y) eQCRE te (0,T]CR
onde:

1. A difusao é descrita através do termo div[aV¢]|, onde « é tida por uma constante que
indica a difusibilidade efetiva no meio [7];

2. O transporte advectivo é modelado por div[Vc], com V indicando o campo de velocidade

de transporte no meio, div[V] = 0 [5];
3. O decaimento dado por o(z,y;t)c(z,y;t), com o indicando a taxa de decaimento global
na agua [2]; e

4. A fonte dada por f = f(z,y;t), indicando descargas de efluentes.

Nesta abordagem serd considerada a fonte como pontual, retratando o ingresso de poluente
no reservatorio pelo rio Atibaia. Como forma de condigoes de contorno, tem-se von Neumann
homogéneas e condi¢ao incial ¢(z,y;0) = co(z,y), para (z,y) € Q.

3 Formulacao Variacional e Discretizacao.

O objetivo com a formulagao variacional é ”enfraquecer” as condicoes de regularidade da solucao,
0 que proporciona um aumento de classe de fungoes possiveis para a solu¢cdo do problema.

Desta forma, considerando o espago abaixo, necessario para a formulacao variacional genérica,
para uma separacao de varidveis espaciais e temporal:

Y= {v € L? |7, H'(Q)] ,comg:: e LX(Q), Vt € J} .

com J=(0,T] e os produtos internos dados por:

(ulv)or = /89 u(z,y).v(z,y)dy; e (Vu [Vv)gg = //Q Vu.Vudp.
e usando estes produtos internos apropriadamente, temos a formulacao fraca dada por:
(%l0),, + (Ve Vo)g + V(&) + 0 (cv)g = (flo)g, Vo € V. (2)

Como pode ser observado na equacgao ( 1) aparecem as derivadas de segunda ordem, o sentido
cléssico, ja na formulagao fraca aparecem apenas as derivadas de primeira ordem, no sentido
das distribuicoes.

Para a discretizacao da equagao ( 2) a escolha foi pelo Método de Elementos Finitos, via
método de Garlekin, para a discretizacao espacial e Crank-Nicolson para a discretizagao tempo-
ral.

Deste modo, obtém-se aproximacoes para a solugao em variaveis separadas,



C(% Y; t) = Z:j Cj(t)'goj(xv y)v

onde o sub-indice j refere-se a discretizacdo do dominio considerado e {¢;} é uma base para o
subespaco Vj, C H1(Q) de dimensdo N < oc.
As fungdes da base de V}, sdo escolhidas do tipo linear por partes, satisfazendo:

1 sei=j

onde (xj,y;) sao as coordenadas do j-ésimo né da malha.
Assim, Vy; € base de V},, tem-se:

e [0 (VeslVeg + Vi (Slei)  + o (wileaa] + 25 5 (eileia = (Fleda: (@)

E dai, fazendo a discretizagao da varidvel temporal, tem-se, Vip; € base de Vj:

5 & @leg + 5 (Vi Vg + B (‘9%2) +5 (pilei)g =
Sy { ar ileda — § (VeilVeg = 4 (%1ei) , — § (wileaa ) + (F421ei)

A ordem das aproximagbes temporais, é localmente, O (AtQ).

4 Resultados e Discussao.

Para as simulacoes, tendo em vista a dificuldade em se precisar os parametros de modo que
ca-racteristicas intrinsecas fossem consideradas, a opc¢ao foi pela modelagem dos coeficientes
através da teoria dos conjuntos fuzzy [1].

Desta forma, utilizando-se de sistemas de base de regras, os coeficientes da difusao, transporte
e decaimento foram modelados.

Um sistema de base de regras possui quatro componentes: um processador de entrada, um
conjunto de regras liguisticas, um método de inferéncia e um processador de saida.

Nesta abordagem foram propostos trés controladores: um para a modelagem do coeficiente
de transporte, V7, dependente do vento, v; outro para a modelagem do coeficiente de decaimento,
o, dependente do tipo de ambiente, A, e da quantidade de matéria, Qm,; e, finalmente, o terceiro
controlador responsavel pela modelagem do coeficiente da difusao, «, dependente do transporte
e do decaimento do poluente, conforme é apresentado a seguir.

Figura 1: Estrutura do sistema de base de regras.

Para cada variavel foram atribuidos termos linguisticos:
V1 foi caracerizado por: {pequeno, médio, grande e muito grande};
v por: {fraco, moderado, forte e muito forte};
o por: {alto, médio alto, médio, médio baizo e baixo}; Qm por: {pouca, mediana e muita};
A por: {favordvel, mediano e desfavordvel} e, finalmente,
a por: {baizo, médio bairo, médio, médio alto e alto} .
Além disso, as varidveis foram modeladas matematicamente por conjuntos fuzzy representa-
dos por funcoes de pertinéncias.



Nesta modelagem as fungoes de pertinéncia foram modeladas por meio de fungoes triangu-
lares e trapezoidais.

Como método de inferéncia, utilizou-se o Método de Mamdani.

As saidas dos controladores foram obtidas através do método de defuzzificagao Centro de
Gravidade, obtendo-se como resposta as figuras dadas por:

Figura 2: Relacao entre as variaveis de entrada e de saida dos controladores.

Nas simulacoes realizadas, procuramos observar a dispersao do poluente de superficie no
reservatoério levando-se em consideracao uma fonte pontual e uma quantidade inicial de poluente
no reservatorio ¢y = 0.5 quantidade de poluente por unidade de drea e f = 0.0875, localizada
no segundo né da malha, na fronteira I'1, representando o ingresso de poluente pelo rio Atibaia.

Os coeficientes utilizados para as simulag¢oes foram: vento moderado de v=5,4km/h, quan-
tidade de material poluente como Qm={0, 2;0, 6;0, 75} caracterizado por pouco material, uma
quantidade mediana e muito material impactante.

Como condigoes do ambiente tomou-se A={0,25;0, 6;0,87}, sendo ambiente desfavoravel,
mediano e favordvel aos processos de degradacao, sendo possivel, deste modo, explorar os coefi-
cientes modelados por meio das regras fuzzy.

Para a geracao dos cenarios, considerou-se um periodo de 5 dias e um passo no tempo
At = 0.05.

Uma das possibilidades de aproximacao de Método de Garlekin é via Elementos Finitos,
para tanto é necesséario: (1) criar uma malha em €, e, para isto, neste trabalho optamos por
elementos finitos triangulares e (2) definir a ordem dos polinémios de aproximagao sobre cada
triangulo, e, neste trabalho, os elementos finitos sao lineares [3].

Para a geracao da malha de elementos finitos do dominio foi utilizado o programa Gmsh,
vale comentar que a medida que a malha é refinada, melhor é a aproximacao do dominio.

Desta forma, variando-se os valores das varidveis de entrada dos controladores conforme
explicitado acima, foram obtidos os seguintes cendrios:

Pouca matéria em ambiente destavaorével

Figura 3: Cendario 1. Pouco material impactante em ambiente desfavoravel.
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Figura 4: Cenério 2. Pouco material impactante em ambiente mediano.
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Figura 5: Cenario 3. Pouco material impactante em ambiente favoravel.

Quantidade mediana de matéria em ambiente desfavoravel

Figura 6: Cendario 4. Quantidade mediana de material impactante em ambiente desfavoravel.
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Figura 7: Cenério 5. Quantidade mediana de material impactante em ambiente mediano.
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Figura 8: Cenério 6. Quantidade mediana de material impactante em ambiente favoravel.
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Figura 9: Cenédrio 7. Muita matéria em ambiente desfavoravel.
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Figura 10: Cenédrio 8. Muita matéria em ambiente mediano.
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Figura 11: Cenério 9. Muita matéria em ambiente favoravel.
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De acordo com os cendrios apresentados, pode-se verificar a influéncia do tipo de ambiente,
propicio, ou nao, aos processos de degradacao, bem com da quantidade de material impactante
no meio.

Verifica-se que o aumento da quantidade de matéria poluidora no reservatoério, reflete, jun-
tamente com as caracteristicas do meio ambiente, na concentracao de poluente existente no
reservatorio, bem como sua taxa de variacao por unidade de area, no tempo.

Nos cenarios 1, 2 e 3, observamos o comportamento da concentragdao de poluente, cuja
modelagem se deu com pouco material poluente, em ambiente desfavoravel, mediano e favoravel,
respectivamente.

Nos cenérios 4, 5 e 6, observamos o comportamento da concentragao de poluente, considerando-
se uma quantidade mediana de material poluente, em ambiente desfavoravel, mediano e fa-
voravel, respectivamente.

Ja, os cenarios 7, 8 e 9, apresenta o comportamento da concentragao de poluente, considerando-
se muito material poluente, em ambiente desfavoravel, mediano e favoravel, respectivamente.

Nestes cendrios, constatamos que, em condigoes desfavoraveis aos processos de degradacao,
maiores sao as concentragoes de poluentes no meio, e, a medida que essas condi¢oes vao melho-
rando, menores vao ficando as concentracoes finais do poluente.

Também, podemos observar que, conforme aumenta a quantidade de poluente no meio,
independente das caracteristicas do ambiente em termos de potencial de autodepuracao, pior o
estado final em termos de concentracao de poluente no reservatorio.

Considerando-se que esses resultados se mostraram satisfatérios, de acordo com especialis-
tas, afirmamos que a grande contribuicao se deu por conta da modelagem dos coeficientes da
equacao por meio de sistemas de base de regras fuzzy, onde caracteristicas fisicas do ambiente
que puderam ser incorporadas, buscando retratar aspectos revelantes.
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