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Resumo: Neste trabalho, apresentamos um método numérico para resolver as equações dinâ-
micas tri-dimensionais de Ericksen-Leslie para cristais líquidos nemáticos sujeitos a um forte
campo magnético. As equações são resolvidas por uma técnica de diferenças finitas baseada na
metodologia GENSMAC introduzida por Tomé et al. [13, 14]. O método numérico apresentado é
então validado pela comparação da solução numérica com a solução analítica para um escoamento
tri-dimensional estacionário entre duas placas paralelas sujeito a um forte campo magnético.
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1 Introdução

Os cristais líquidos são materiais recentes com propriedades fascinantes e de grande impacto
tecnológico. A descoberta do primeiro cristal líquido deve-se ao botânico austríaco Friedrich
Reinitzer em 1888. As extraordinárias potencialidades tecnológicas dos cristais líquidos só fo-
ram evidenciadas há pouco mais de trinta anos. O estudo do escoamento em cristais líquidos
nemáticos é muito importante principalmente na produção de displays (LCDs). A teoria básica
que descreve a dinâmica dos cristais líquidos nemáticos é a “Ericksen-Leslie dynamic theory”,
desenvolvida por Ericksen e Leslie [6, 9, 10] na década de sessenta.

Vários estudos que tratam do escoamento de cristais líquidos nemáticos podem ser encontra-
dos na literatura (ver [2, 3, 4, 7, 8, 11]). Em trabalhos como [8] as investigações de escoamentos
em nemáticos são realizadas através do estudo das equações governantes que descrevem seu com-
portamento hidrodinâmico. Em outros trabalhos, como por exemplo, Pieranski e Guyon [11],
as investigações são realizadas através de resultados experimentais. Devido a complexidade das
equações governantes, soluções analíticas para escoamentos de cristais líquidos nemáticos são
difíceis de se obter. Consequentemente, métodos numéricos se tornam uma importante ferra-
menta para resolver estas equações em três dimensões. No entanto, apesar disso, existem poucos
trabalhos que tratam da solução numérica dessas equações (ver [2, 3, 4, 7]).

O objetivo deste trabalho é desenvolver um método de diferenças finitas para resolver as
equações dinâmicas de Ericksen-Leslie em três dimensões sujeitas a um forte campo magnético.
Se o campo magnético é suficientemente forte então o diretor estará fixo; isto significa que as
equações governantes para o diretor podem ser desprezadas.

2 Equações Dinâmicas de Ericksen-Leslie

Na ausência dos termos inerciais da equação do diretor, as equações dinâmicas de Ericksen-
Leslie para cristais líquidos nemáticos para escoamentos incompressíveis isotérmicos podem ser
expressas como (conforme Stewart [12]):
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• Restrição do diretor e Equação de conservação de massa:

nini = 1 e vi,i = 0; (1)

• Equação de conservação de quantidade de movimento:

ρv̇i = ρFi − (p+ wF ),i + g̃jnj,i +Gjnj,i + t̃ij,j ; (2)

• Equação de conservação de momento angular:
(
∂wF

∂ni,j

)

,j

−
∂wF

∂ni
+ g̃i +Gi = λni, (3)

onde vi = vi(x, t) é o campo de velocidade, Fi é a força externa por unidade de massa, ρ é
a densidade, p = p(x, t) é a pressão e wF = wF (x, t) é a densidade de energia elástica para os
nemáticos. Gi é a força externa generalizada (relacionada com o momento externo κ por unidade
de massa pela relação ρκ = d×G. Adotando-se uma aproximação constante para as constantes
elásticas, a densidade de energia elástica pode ser escrita como [12]

wF =
1

2
K||∇d||2 =

1

2
Kni,jni,j , (4)

onde K > 0 é uma constante elástica. A função escalar λ é um multiplicador de lagrange que
pode ser avaliado tomando o produto escalar da Eq. (3) com ni. As equações constitutivas para
o tensor das tensões viscosas t̃ij e o vetor g̃i são

t̃ij = α1nkAkpnpninj + α2Ninj + α3niNj + α4Aij

+α5njAiknk + α6niAjknk, (5)

g̃i = −γ1Ni − γ2Aipnp, (6)

γ1 = α3 − α2 ≥ 0, (7)

γ2 = α3 + α2 = α6 − α5, (8)

Aij =
1

2
(vi,j + vj,i), (9)

Ni = ṅi −Wijnj , Wij =
1

2
(vi,j − vj,i), (10)

onde α1, α2, . . . , α6 são as viscosidades de Leslie, Aij é o tensor taxa de deformação, Wij é o
tensor vorticidade, Ni é o fluxo co-rotacional temporal do diretor ni. Frequentemente denomina-
se γ1 como viscosidade rotacional e γ2 como coeficiente de torção. O tensor das tensões viscosas
t̃ij é em geral não-simétrico.

O tensor das tensões para cristais líquidos nemáticos é dado por

tij = −pδij −Knp,jnp,i + t̃ij . (11)

3 Equações Governantes

Considere o escoamento tri-dimensional entre duas placas paralelas de um cristal líquido ne-
mático. Um forte campo magnético H = H(0, sinφ0, cosφ0) (φ0 ângulo constante) é aplicado
através do canal tal que o diretor pode ser considerado fixo em uma direção constante (para-
lelo a campo aplicado) em todo o fluido. Quando o diretor está fixo no espaço por um forte
campo magnético, esta condição nos permite desprezar o efeito da elasticidade em uma primeira
aproximação. O diretor ni e a velocidade vi podem ser escritos da forma

ni = (0, sinφ0, cosφ0), vi = (u(x, y, z, t), v(x, y, z, t), w(x, y, z, t)) (12)

em que φ0 é o ângulo de orientação do diretor, determinado pela direção do campo magnético.
A restrição Eq. (1) é claramente satisfeita nestas circunstâncias.
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3.1 Equações dinâmicas adimensionais

Consideramos escoamento cartesiano e empregamos a mudança de variáveis

xi = Lx̂i , vi = Uv̂i , t = LU−1t̂ , p = ρU2 p̂, t̃ij = η Ŝij , (13)

onde L, U e η denotam valores de referência para comprimento, velocidade e viscosidade, res-
pectivamente. Nesse trabalho utilizamos η = 1

2
α4.

A densidade de energia elástica é desprezada devido ao forte campo magnético. A condição de
incompressibilidade Eq. (1) e as equações de momento linear (2) podem então serem expressas,
respectivamente como

ui,i = 0 , (14)

∂ui

∂t
= −p̃,i − (ujui),j +

1

Re
(Sij,j) , (15)

em que Re = ρUL
η

é o número de Reynolds. As equações (14)–(15) formam o conjunto completo
de equações dinâmicas e devem ser resolvidas sujeitas a condições de contorno em ordem para
encontrar as soluções para p e ui.

4 Método Numérico

Para resolver as equações (14)–(15) primeiramente escrevemos as componentes do tensor Sij da
seguinte maneira:

Sij =
1

Re

[
(ui,j + uj,i) + Φij

]
(16)

em que as funções Φij são chamadas tensor das tensões não newtoniano, e são dadas por

Φij = α1nkAkpnpninj + α2Ninj + α3niNj + α5njAiknk + α6niAjknk, (17)

onde as viscosidades foram adimensionalizadas por η.
Assim, a equação (15) pode ser escrita na forma

∂ui

∂t
= −p̃,i − (ujui),j +

1

Re

(
(ui,j),j + Φij,j

)
. (18)

Portanto, para simular o escoamento de um cristal líquido nemático sujeito a um forte campo
magnético, temos que resolver as equações (14) e (18) em conjunto com as equações (17) para
as variáveis ui, p e as componentes do tensor não newtoniano Φij , respectivamente.

4.1 Condições de Contorno

Para resolver as equações (14) e (18) é necessário impor condições de contorno para o campo de
velocidades. Para os contornos rígidos empregamos a condição no-slip ui = 0 enquanto que nas
entradas de fluido (inflows) a velocidade normal é especificada por uν = Uinf e as velocidades
tangenciais são especificadas uµ1

= uµ2
= 0, onde ν denota a direção normal ao contorno e µ1

e µ2 denotam as respectivas direções tangenciais. Nas saídas de fluido (outflows) a condição de
Neumann ∂u

∂ν
= 0 é adotada.

4.2 Procedimento Numérico

Assume-se que, no instante de tempo tn, o campo de velocidades ui(xk, tn) é conhecido e que as
condições de contorno para a velocidade são conhecidas. Para calcular o campo de velocidades
ui(xk, tn+1), a pressão p(xk, tn+1) e o tensor Φij(xk, tn+1) procedemos da seguinte maneira:
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Passo 1: Utilizando os valores de ui(xk, tn) calculamos Φij(xk, tn).
Passo 2: Calculamos o campo de velocidades intermediárias ũi(xk, tn+1) de

∂ũi

∂t
= −(uj ui),j +

1

Re

[
(ui,j),j +Φij,j

]
(19)

com ũi(xk, tn) = ui(xk, tn) e usando as mesmas condições para a velocidade ui(xk, tn).
Passo 3: Resolvemos a equação de Poisson

ψ,ii(xk, tn+1) = ũi,i(xk, tn+1). (20)

Passo 4: Calculamos o campo de velocidades

ui(xk, tn+1) = ũi(xk, tn+1) − ψ,i(xk, tn+1) . (21)

Passo 5: Determinamos o campo de pressão p(xk, tn+1)

p(xk, tn+1) =
ψ(xk, tn+1)

δt
. (22)

Passo 6: Calculamos as componentes do tensor não newtoniano Φij(xk, tn+1) da equação (17).

4.3 Aproximação por diferenças finitas

As equações contidas no procedimento descrito na seção anterior são resolvidas pelo método de
diferenças finitas como segue. Uma malha deslocada é empregada. As velocidades u, v e w são
armazenadas nas faces da célula enquanto as outras quantidades escalares e demais grandezas
são armazenadas no centro da célula (ver Figura 1).

i+1/2,j,k

i,j+1/2,k

i,j,k+1/2

i,j,k u

v

w

i,j,k
p

Φ

Figura 1: Célula típica 3D.

As equações de conservação de momento (18) são resolvidas pelo método de Euler explícito.
As derivadas espaciais na equação de conservação de momento são discretizadas nos pontos(
(i+ 1

2
)δx, jδy, kδz

)
,
(
iδx, (j+ 1

2
)δy, kδz

)
e
(
iδx, jδy, (k+ 1

2
)δz
)
. Os termos envolvendo o gradiente

de pressão, o divergente do tensor não newtoniano são aproximados por diferenças centrais.

5 Validação do Método Numérico

As equações descritas na seção 4 foram implementadas no código Freeflow3D (ver Castelo [1]).
O método numérico foi validado através da simulação do escoamento entre duas placas paralelas.
Consideramos que a distância entre as placas é D, a largura das placas é L = 5D e o comprimento
das placas é C = 10D como mostrado na Figura 2. Nas paredes laterais (fictícias), adotamos as
seguintes condições:

u = 0, v,y = w,y = 0. (23)

Para este escoamento, pode ser mostrado que as soluções analíticas para o campo de velocidades
são expressas sucintamente em termos das viscosidades de Miesowicz como [12]:
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Figura 2: Definição do domínio do escoamento para a simulação do escoamento tri-dimensional entre

duas placas paralelas. As paredes cinzas representão paredes laterais fictícias.

v(x) = −
(η3 − η1)

2η3η1

sinφ0 cosφ0Ax(D − x), (24)

w(x) = −
(η1 sin2 φ0 + η3 cos2 φ0)

2η3η1

Ax(D − x), (25)

onde

η1 = 1

2
(α3 + α4 + α6) e η3 = 1

2
α4. (26)

A pressão é dada por
p = p(z) = A z + p0, p0 constante. (27)

Estas soluções foram confirmadas experiamentalmente por Pieranski and Guyon [11].
Pode ser verificado que as componentes do tensor das tensões não newtoniano são dados por:

Φxx = Φyy = Φyz = Φzy = Φzz = 0, (28)

Φxy =
1

2
(α2 + α5)

[
sin2 φ0

(
v,x

)
+ sinφ0 cosφ0

(
w,x

)]
, (29)

Φxz =
1

2
(α2 + α5)

[
cos2 φ0

(
w,x

)
+ sinφ0 cosφ0

(
v,x

)]
, (30)

Φyx =
1

2
(α3 + α6)

[
sin2 φ0

(
v,x

)
+ sinφ0 cosφ0

(
w,x

)]
, (31)

Φzx =
1

2
(α3 + α6)

[
cos2 φ0

(
w,x

)
+ sinφ0 cosφ0

(
v,x

)]
. (32)

Para simular esse problema foram utilizados os seguintes dados: D = 0.1m, U = 0.00955ms−1

e gx = gy = gz = 0. Os parâmetros físicos específicos são viscosidade (µ = 1

2
α4 = 0.0413Pa.s),

a densidade (ρ = 1088kg m−3) e o ângulo do campo magnético (φ0 = 30◦). Com estes dados
obtivemos Re = ρUD

µ
= 25.158354.

Para demonstrar a convergência do método numérico apresentado nesse trabalho, esse pro-
blema foi simulado em três malhas distintas até atingir o regime permanente. Na primeira
malha δx = δy = δz = 0.01m (10× 50× 100 células), na segunda malha δx = δy = δz = 0.005m
(20 × 100 × 200 células) e na terceira malha δx = δy = δz = 0.004m (25 × 125 × 250 célu-
las). Usando estes dados o código simulou o escoamento tri-dimensional entre duas placas até
t = 200s. A Figura 3 mostra as linhas de nível das componentes da velocidade v e w em t = 200s.
Podemos observar na Figura 3 que as linhas de nível estão todas paralelas indicando que o estado
estacionário foi atingido.

Para mostrar quantitativamente que a convergência foi alcançada o erro relativo da solução
numérica Πnumerica foi calculada nas três malhas pela equação

E(Π) =

√√√√√√

∑
i,j

(Πanalitica − Πnumerica)
2

∑
i,j

(Πanalitica)2
. (33)
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a) b)

Figura 3: Linhas de nível para v (a) e w (b) em t = 200s.

Os erros foram calculados no plano yz para y = 0.25m e z = (1.0 − 3δz)m. Os valores dos
erros relativos foram obtidos nas três malhas e mostrados nas Tabela 1.

M1 M2 M3

E(v) 6.2609 × 10−2 4.8532 × 10−2 3.1622 × 10−2

E(w) 1.5588 × 10−2 5.2912 × 10−3 4.2912 × 10−3

Tabela 1: Erros relativos calculados para a validação do método numérico.

A Tabela 1 mostra os erros entre a solução analítica e a numérica utilizando os resultados
numéricos obtidos das simulações e as equações (24) e (25). Podemos observar na Tabela 1 o
decaimento dos erros com o refinamento da malha, demonstrando a convergência do método
numérico apresentado nesse trabalho.
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Figura 4: Comparação entre as soluções analíticas e numéricas no plano yz para y = 0.25m e z =
(1.0− 3δz)m. Componentes da velocidade v e w, tensores Φxy, Φyx, Φxz e Φzx respectivamente.

A Figura 4 mostra os valores numéricos e analíticos de v(x), w(x), Φxy, Φyx, Φxz e Φzx no
plano yz para y = 0.25m e z = (1.0 − 3δz)m. Podemos observar uma ótima concordância entre
as soluções numéricas e analíticas.
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6 Conclusões

Nesse trabalho foi apresentado um método numérico para resolver as equações dinâmicas tri-
dimensionais de Ericksen-Leslie para cristais líquidos nemáticos sujeitos a um forte campo mag-
nético. A validação foi realizada através da simulação de um escoamento entre duas placas
paralelas. Os resultados obtidos foram comparados com a respectiva solução analítica e através
do refinamento da malha o decaimento dos erros mostraram a convergência do método numérico.
Resultados numéricos demonstrando a capacidade dessa nova técnica para resolver escoamentos
tri-dimensionais de cristais líquidos nemáticos para vários ângulos do campo magnético podem
ser encontrados em Cruz et al. [5].
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