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Resumo: Neste trabalho, apresenta-se o cdlculo do coeficiente de deslizamento viscoso para um
problema em meio semi-infinito, denominado problema de deslizamento viscoso, considerando-se
uma mistura de dois gases nobres, com base no modelo de McCormack. A metodologia utilizada
para a solugcdo € a versao analitica do método de ordenadas discretas. Para completar o problema,
a interacao gds-superficie, € baseada no modelo de Cercignani-Lampis, que, diferentemente, do
modelo de Mazwell, tem dois coeficientes de acomodacao: o coeficiente de acomodacdo tangen-
cial e o coeficiente de acomodagdo da energia cinética.
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1 INTRODUCAO

Em dindmica de gases, para uma rarefagdo (nimero de Knudson) moderadamente pequena,
associa-se as equagoes de Navier-Stokes a condicao de contorno de deslizamento, isto é, a veloci-
dade do gas em contato com a superficie é diferente de zero na superficie, mas sua componente
tangencial, depende do perfil de velocidade e da distribuicao de temperatura perto da superficie.
O deslizamento para o perfil de velocidade perto da superficie é determinado através do coe-
ficiente de deslizamento viscoso e para o gradiente de temperatura, direcionado ao longo da
superficie, a condicao de deslizamento é dada através do coeficiente de deslizamento térmico.

Os coeficientes de deslizamento viscoso e de deslizamento térmico podem ser determinados
resolvendo a equacao de Boltzmann ou as equacoes cinéticas que sao formas simplificadas da
equacao de Boltzmann no que diz respeito ao operador de colisdo. Para isso, neste trabalho,
apresenta-se apenas a derivacao da solucao do problema de deslizamento viscoso para uma
mistura de dois gases nobres, baseada no modelo de McCormack [6] que é desenvolvida em
termos de uma versao analitica do método de ordenadas discretas [1]. A interagao gas-superficie
é baseada no nucleo de Cercignani-Lampis [3], que, diferentemente, do niicleo de Maxwell [15],
apresenta dois coeficientes de acomodagao: o coeficiente de acomodacao do momento tangencial
() e o coeficiente de acomodagao da energia cinética devido a componente normal da velocidade

(o).

2 O PROBLEMA

O modelo cinético de McCormack [6] é usado, neste trabalho, para definir a formulagao do
problema de Deslizamento Viscoso para uma mistura de dois gases.

A fungao perturbagao h,, seguindo a Ref. [6], obedece duas equagdes de Boltzmann acopladas,
€ escreve-se como

o . . .
Cyaiy*ha(y ,C) +wa’7ahoz(y ,C) :wa7a‘ca{h1ah2}(y ,C). (1)
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Aqui, o = 1,2 representa os gases 1 e 2, o vetor ¢, com componentes ¢;, ¢y, ¢, e magnitude
¢, ¢ uma varidvel adimensional. Observa-se que introduz-se esta velocidade adimensional c
diferentemente nas duas equagoes, ou seja, seguindo Siewert [12], para o caso o = 1 usa-se a
transformagdo ¢ = w1V e para o caso a = 2 usa-se a transformacao ¢ = wyv. Ainda,

e 11/2
o — o , = 1,2 2
w [ZkTJ @ (2)

e a freqiiéncia de colisdo 7, deve ser definida.
O operador de colisao L correspondente ao modelo de McCormack é escrito como

1 2 o0 (o] oo ;
Lodhi,ha2}(y*,c) = 373 g / / / e_cQhﬁ(y*,c/)K@a(c/,c)dcéﬁdc/ydclz, (3)
™ —o0 J—o00 J—00
B=1

onde os nucleos Kg,(c/,c) sao expressos como
Kjo=K{)\(c,c) + K§ (¢ c) + K (¢ ) + K (cc), a,B=12 (4)

As expressoes para cada componente na Eq. (4) sao listadas no Apéndice A da Ref. [12]
Seguindo a Ref. [12], reescreve-se a Eq. (1) em termos da varidvel y como

0
Cy@ha(ya C) + Uaha(yac) = O'oucoz{hla hz}(y, C)» (5)
y* ni/v1 + n2/v2 (ma>1/2
d = - a — Ya .
onde y 0 e Oa =7 —— - (6)

Aqui, [y representa o livre caminho médio e 7, w, sa0 expressoes definidas na Ref. [12].
Associado ao problema de Deslizamento Viscoso, considera-se as condigoes de contorno de
Cercignani-Lampis [3], que sao definidas como

o0 oo o0
/ / / / / / / / /
ha(0, ¢z, Cy, cz) = / / / ha(0, ¢z, —¢ys &) Ror, (¢, =y, & ¢ Cay ¢y, c2)degdcde,  (7)
0 —00 J —00
onde

R "o = Y T,(c. - S, (e s e)Ta(c. : =1,2, (8
CLa(Cx7cy7cz Cxacyacz) Wanaata(Q_ata) a(cgc Cx) a(c Cy) a(c Cz)a a ) 4y ()

[(1 - ata)z = x]T

To(x: 2) = exp {_ ata (2 — atq)

(0w s 2P 20— esl)

Sa(z: z) = exp|— 0 Ip(w) = Ip(w)e™ ™. (10)

Una Gno

Ainda, a;, representa o coeficiente de acomodagdao do momento tangencial de cada espécie
(a = 1,2), apq é o coeficiente de acomodagao da energia cinética devido a componente normal
da velocidade de cada espécie (o = 1,2) e Ip(w) é a funcao de Bessel modificada.

Para avaliar as quantidades fisicas [13] para cada espécie (o = 1,2), define-se o perfil de
velocidade

va(y) = 7T—3/2/ / / e_CIQha(y, Cay Cy, €2 )Cpdepdeyde,, (11)

o perfil de tensao de cisalhamento
9 oo o oo 2
pa(y) = 71'_3/ / / / e * ha(y, Cx, Cy, Cz)cxczdcxdcydcz (12)
—00 —0o0 J =00
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e o perfil de fluxo de calor

qa(y) = 7r*3/2/ / / e*CIQha(y, Ca» Cys cz)(c2 —5/2)cpdegdeydes. (13)

Tendo em vista, a definicao das quantidades fisicas de interesse em termos de momentos da

funcao h, multiplica-se a Eq. (5), respectivamente, por
1 (. 2, 2 1 2.2
¢1(C{L'7 CZ) — ;e (Cac +cz )CZ e ¢2(0$7 CZ) — ;(012 + CZ2 _ 2)026 (Ca: +cz ) (14)

e, em ambos os casos, integra-se sobre todo c; e c.. Considera-se a nova varidvel £ = ¢y e
define-se

920471(.%5) = [w [OO ¢1(Cx,Cz)ha(y,Cx,E,CZ)ddeCZ (15)

gza(y,f) = /_Oo /_oo ¢1(Cmacz)ha(ya Cmvéacz)dcxdczy (16)

para o = 1,2. Assim, obtém-se quatro equacoes de balanco, que sdo escritas em uma forma
vetorial, para as componentes de G(y, &) dadas pelas Egs. (15) e (16),

§§yG<y,5> 43600 =3 [ UE)K(E.OG. ) (17)

com
3 = diag{o1,01,02,00} e Y(§) = 71268 (18)

As componentes k; j(£',€) do nicleo K4(¢',€) sao definidas no Apéndice B da Ref. [12].
A metodologia usada na obtengao da Eq. (17) é também aplicada nas condi¢oes de contorno,
Eq. (7), obtendo-se

G(0.9 =D [ P OGO, -, €0 (19)
onde
D = diag {(1 — an), (1 —an)?, (1 — aw), (1 — ap)?} (20)
e
F(gl?é.) = dlag {f1(€/>§)7 f1(£/7£)7 f2(§,a£)7 f2(€/>§)} (21)
Aqui, )
/ _ 1/2¢ _ ¢nN27 _ 1/2 ¢/
fa(f/,ﬁ) — 575 pr _ [(1 anc;) g E] :|I() |:2(1 Zna) Eg , (22)

para &,¢" € (0,00), com oo = 1, 2.

Baseado na notacao vetorial, expressa-se as grandezas fisicas de interesse para cada espécie
(a = 1,2), o perfil de velocidade, Eq. (11), o perfil da tensao de cisalhamento, Eq. (12), e o
perfil de fluxo de calor, Eq. (13), respectivamente, como

) = [ 0O 0O pal) = [ 6O (O (23)

Go) = [ DOE ~1/2)g201(1,) + 920y I, (24)

Para definir as grandezas fisicas da mistura de gases, segue-se [7, 10, 11]

v(Yy) = puav1(y) + pu2va(y) , PY) = p1p1(y) + ¢p222(y) (25)
e q(y) = eq101(y) + vg202(y),

onde os chamados coeficientes de adaptacao ¢;q, ¢ = u,p,q, o = 1,2 devem ser especifica-
dos. Neste trabalho, desenvolve-se a solucao e os resultados numéricos sem especificar estes
coeficientes.

— 548 —



3 SOLUCAO EM ORDENADAS DISCRETAS

A solugao geral em ordenadas discretas para a Eq. (17) é dada por

AN
Gy, £&) = > [A;®(v), £&)e V" + +B;® (v, 7)), (26)
j=1
para i = 1,2,...,N. As constantes arbitrdrias A; e B; sao determinadas a partir da condigao

de contorno dada pela Eq. (19). No problema de autovalores para o problema de Deslizamento
Viscoso, um autovalor vai para zero, assim uma constante de separacao () vai para o infinito e
reescreve-se a equagao como

4N
G(y,£&) = A1G1 + B1Ga(y, £&) + Y _[A;® (v, £&)e V" + B;® (v, 7&)ev/ ], (27)
j=2
parai=1,2,... N. Aqui
1 o1y FE&
G =" e Goly,+€) = 0 (28)
1 s 2\Y, 013<y:!:§/02) )
0 0

s@0 solugoes exatas linearmente independentes da Eq. (17). Tem-se que s é dada pela expressao
s = (mg/m1)"/2.

Neste problema, a solugao é construida da Eq. (27). Uma vez que ndo ha o termo nao-
homogéneo, a solugao diverge quando y tende ao infinito, mas ao mesmo tempo a velocidade da
mistura [13] satisfaz

d
lim — =K, 29
Jm dyﬂ(y) P (29)
onde K, ¢ uma constante de normalizagao, que depende da escolha do coeficiente de adaptagao
usado. Devido a condicao dada pela Eq. (29) encontra-se, na Eq. (27), B; =0, j=2,---,4N e
escolhe-se

1
By =—.
= (30)
Entao, tem-se a solucao
4N
G(y, &) = A1G1 + (1/01)Ga(y, &) + D _[A;® (v, £&)e V], (31)
=2

parat=1,2,...,N.
Para completar a solucdo do problema, substitui-se a Eq. (31) na versao em ordenadas
discreta da condicao de contorno da Eq. (19) que é dada por

N
k=1

para i = 1,2,...,N. Sendo D dada pela Eq. (20) e F(&,&;) dada pela Eq. (21). Com
isto, obtém-se um sistema com 4N equacOes algébricas lineares e 4N incognitas, {A;} para
j=1,...,4N.

Baseado na derivagao acima, escreve-se, para as duas espécies (o = 1,2), o perfil de veloci-
dade, respectivamente,

AN AN
n(y) =Ai+y+), AN, 1(v)e Vi e ua(y) = (A1 +y) + > AjN,o(vj)e Vi, (33)
Jj=2 Jj=2
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o perfil de tensido de cisalhamento

1 4N ' 4N o
Mw23m+§&MMWWM em@=3;+;&MﬂW€“’ (34)
e o perfil de fluxo de calor
AN
Ga(®) = Y AiNyalvg)e . (35)
j=2
Aqui, tem-se
N
Nuo(vj) =FED " wnth(6)[@(v), &) + (v, )], (36)
k=1
N
Npa(vj) = Fo > wptb()&k[®(v), &) + (v, —&1)] (37)
k=1
¢ N
Nya(vj) = D ot (€0)F g o (E0)[®(v), &) + B(v), =), (38)

k=1

onde o sobrescrito 1" significa a operagao transposta,

1 0 £2-1/2 0
0 0 1 0

Fl - 0 9 F2 - 1 9 Fq,l == 0 (S Fq,2 = 52 _ 1/2 (39)
0 0 0 1

Fazendo v,s, denotar a parte assintdtica (a parte que exclui o fator exponencial) de v(y)
tem-se

Ul,asy = A+ pr € V2,asy = S(Al + pr)' (40)
Usando a definigao
Vasy(0)
= 41
P, 0 4
encontra-se
Gp = A (42)

que é o coeficiente de deslizamento viscoso.

4 RESULTADOS NUMERICOS

A implementacao computacional, para avaliar os resultados numéricos, foi desenvolvida
através de programas em linguagem FORTRAN. Para implementar as solugoes, inicialmente,
define-se o esquema de quadratura associado ao método de ordenadas discretas analitico (ADO).
Neste sentido, para muitos problemas na dinamica de gases rarefeitos, a utilizagdo do procedi-
mento a seguir, tem se mostrado adequado [1, 2, 4, 5]: Objetivando-se calcular integrais no
intervalo [0, 00), usa-se a transformagao nao-linear

u(§) =e* (43)

para mapear £ € [0,00) sob u € [0, 1], e entdo usa-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre
mapeado linearmente no intervalo [0, 1].

Tendo definido o esquema de quadratura, o préximo passo é a determinacao dos autova-
lores (constantes de separagao) e autovetores. A seguir, encontra-se as constantes arbitrarias,
resolvendo-se os sistemas lineares, assim, as quantidades fisicas de interesse sdo encontradas.
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Os resultados numéricos sao apresentados na Tabelas 1 para duas misturas de gases nobres,
obtidos com N = 80 pontos de quadraturas.

Para a obtencgao dos resultados numéricos apresentados na Tabela 1, considera-se a seguinte
mistura de gases: Hélio (He) e Xenonio (Xe). Os casos referidos na Tabela 1 sao os seguintes::
He-Xe: my = 4.0026, mg = 131.30 e dy/d; = 2.226

caso I: ay1 = 0.20, ago = 0.95, o = 0.01, e = 0.70

caso II: ay; = 0.20, age = 0.95, a; = 0.05, ae = 0.40

caso III: a1 = 0.882, aye = 1.014, a1 = 0.01, oy = 0.70

Os valores para os coeficientes de acomodacao do momento tangencial para os casos I e II
sao reproduzidos de valores experimentais encontrados no trabalho de Lord [14]. Para o caso III,
os valores experimentais sao provenientes de [9] que segue o trabalho experimental de Porodnov
et al. [8].

Em relacao ao coeficiente de acomodacao normal, escolhe-se valores numéricos baseados no
coeficiente de acomodacao térmico dos gases, por nao apresentar, na literatura, valores exper-
imentais. Para isto, usa-se os resultados experimentais apresentados no trabalho de Thomas
[14].

Os resultados encontrados foram desenvolvidos em termos da concentragdo molar definidos
em relagao a primeira particula como

ni/ng
C=—""—. 44
1+ ny/n2 (44)
C caso | caso I caso III

0.0 1.19240 1.20709 1.00994
0.1 1.29870 1.30048 1.05579
0.2 1.40996 1.41147 1.10715
0.3 1.54517 1.54633 1.16504
0.4 1.71164 1.71237 1.23051
0.5 1.92414 1.92431 1.30485
0.6 2.20623 2.20567 1.38879
0.7 2.60445 2.60291 1.48166
0.8 3.22681 3.22392 1.57548
0.9 4.41385 4.40890 1.62709
1.0 8.23486 8.22515 1.27258

Tabela 1: Coeficiente de Deslizamento Viscoso &: para a mistura He-Xe.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Para os resultados obtidos neste trabalho, a solucdo em ordenadas discretas analitica se
mostra eficiente e, ainda, disponibiliza-se tabelas para o coeficiente de deslizamento viscoso
usado em condigoes de contorno associadas as equagoes de Navier-Stokes.
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