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Resumo: Neste trabalho ¢é desenvolvido um modelo numérico para simular
computacionalmente a distribuicdo de pressdes, velocidades, temperaturas e fluxos de calor
estacionarios em volumes de controle bidimensionais governados pela equacdo da Difusao-
Adveccdo, através da formulagdo com Dupla Reciprocidade do Método dos Elementos de
Contorno. Admite-se a lei de Darcy para associar pressdo e velocidade, resultando num
modelo mateméatico dado pela Equacéo de Laplace. Os resultados da solu¢éo desse problema
sdo entdo implementados no modelo difusivo-advectivo, gerando temperaturas e fluxos de
calor.

Palavras-chave: Difusdo-Advecccao, Método dos Elementos de Contorno.
Introducéo

Sao muito freqlentes na engenharia industrial problemas fisicos que envolvem transporte de
massa ou energia através de difusdo (propagagdo no meio continuo) associada a adveccédo
(transporte por meio de fluxo), seja em escoamentos, misturas ou deslocamento de particulas.
Comumente, tal associacdo entre essas duas formas de transmissédo de calor nessas condi¢des
recebe a denominacgéo de convecgédo forcada. Os casos mais comuns e conhecidos consistem na
transferéncia de calor junto a camada limite do fluido em escoamentos laminares, tipico em
aletas de trocadores de calor e em aerofdlios, e do transporte de fluidos incompressiveis com
baixa viscosidade em tubulagbes sujeitas a diferenciais de temperatura. No entanto, existem
situagcbes menos tradicionais, mas ndo menos importantes, como a dispersdo superficial de
poluentes ou misturas em meio aquosos homogéneos, a secagem de produtos agricolas, a
absorcao de liquidos em regido ndo saturada ou extracdo do mesmo em meio poroso, este
ultimo problema atualmente de grande interesse na industria de extracdo de petroleo. Outro
caso especialmente interessante consiste dos problemas de aeracdo em ambientes fechados,
onde o conhecimento das regifes de estagnacdo e os principais pontos de insuflamento sdo
vitais para o combate aos incéndios.

No caso geral, a complexidade dos fendbmenos fisicos associados a esses problemas
corresponde uma modelagem matematica igualmente elaborada, composta por equacdes
diferenciais parciais néo-lineares, que requerem necessariamente o emprego de métodos
numeéricos para sua solucdo aproximada. Por outro lado, particularmente na engenharia, na
fisica e na matemética aplicada, o tratamento geral desses casos usualmente é substituido pela
adocdo de modelos simplificados, que viabilizem sua solu¢cdo e ao mesmo tempo atendem as
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necessidades praticas. Isso é feito de acordo com o estabelecimento de pertinentes hipoteses
simplificadoras tanto nos aspectos fisicos quanto geométricos. Nesse trabalho, especificamente,
desenvolve-se um modelo numérico linear simplificado baseado para simular
computacionalmente a distribuicdo do potencial e trajetérias de linhas de fluxo em volumes de
controle bidimensionais governados por equac¢des que conjugam os efeitos da difusdo e da
adveccao, cuja solucado completa € viabilizada através do emprego do Método dos Elementos de
Contorno (MEC).

Equacbes Basicas de Governo

O dominio fisico, portanto, comp&e-se de um volume de controle bidimenQipngl, dentro

do qual atua um campo de velocidades e pressdes e em cujas fraifieifasao prescritas
temperaturas (condi¢cdes essenciais) ou fluxos (condicbes naturais). A figura 1 ilustra tais
caracteristicas.

Assim sendo, considerando-se escoamentos incompressiveis homogéneos, em regime
permanente e com propriedades isotrépicas, a Equacao da Continuidade [3] expressa-se por:

AP ®
ox oy

Na equacéo anteriok e \ sdo componentes do vetor velocidadedo escoamento, enquanto

X e y caracterizam as coordenadas globais do volume de controle. Ndo obstante o regime do
escoamento ser permanente, ha um relacionamento entre as propriedades locais das variaveis de
cada particula em movimento com o sistema global de referéncia, de modo que as derivadas
totais da velocidade com relacdo ao tempo séo dadas por:

dV _ovdx oVdy oV oV

v VX, VOV, +oVy @
dt  ox dt 9y dt ox ay 7

O mesmo ocorre com relacao a temperatura T, de forma que:

dT_ade+aTdy_aT +6TV (3)

dt oxdt dydt ox * ay ’

Assim sendo, a Equacdo do Momentum [7], admitindo-se auséncia de for¢as de corpo, escreve-
se como:
p[a—vvx+a—vvy]:—ﬁp+uﬂzv (4)
0x oy
Ondep é a massa especifica, p € o campo de presséo no fluid@eiscosidade. Por sua vez,
considerando-se auséncia de for¢as de corpo, a Equacéo da Energia [7] escreve-se como:
2 2
T 0°T , O°T, 5) (

—V =K[——+—
y] [aXZ ayZ

oT
—V_+
pCv[aX oy

Onde Cv é o calor especifico a volume constante e K é a condutividade térmica do meio fluido.
Nesta ultima expresséo, o lado esquerdo representa a parcela de energia advectiva e o lado
direito expressa a porcao de energia difusiva e, por essa razao, tal formula € conhecida como
Equacédo da Difusdo-Adveccao. No conjunto, as equacdes (1), (4) e (5) compdem as equagdes
de governo do problema.

Modelo Darcyano da Equacdo de Momentum

A equacdo do Momentum toma formas simplificadas importantes na descricdo de alguns
fenbmenos de indiscutivel interesse préatico. No caso da convecgcdo em meios porosos, desde
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que se admita que a porosidade seja relativamente baixa no meio, vigora a denominada Lei de
Darcy [5], de forma que as componentes de velocidade sdo dadas como funcdo exclusiva do
campo de pressdes, ou seja:

v, =-Ko® (6)
M OX
K dp

v, =-——— (7)
T ooy

Tais equacgBes também se aplicam ao estudo de secagem em cereais e outras materiais organicos
granulados. Nessas condi¢fes, substituindo-se as equacodes (6) e (7) na equacao da continuidade

(1) obtém-se a seguinte expressao:

2 2
K LE’ + LE’] -0 (8)
M ox® oy

Ou seja, o campo de pressdo é harménico e estando o problema bem posto também na fronteira
do volume de controle, pode ser resolvido e gerar o campo de pressbes e velocidades em
qualquer ponto do dominio.

De acordo com esse modelo, as temperaturas sdo determinadas através da equacdo de energia
(5) diretamente, pois 0 campo de velocidades do escoamento ja esta definido.

Formulacdo do MEC na Equacéo de Laplace

Considerando o modelo Darcyano, o problema é governado por duas equacdes diferenciais
parciais, equacfes (5) e (8), que correspondem respectivamente a Equacdo da Difuséo-
Adveccdo e Equacdo de Laplace. Considerando esta ultima, a formulacdo direta do MEC é
bem conhecida [1] e pode ser resumida conforme se segue.

O ponto de partida para a abordagem pelo MEC consiste do estabelecimento da equacédo de
governo (1) numa forma integral, usando-sexty) como funcdo auxiliar, resultando na
seguinte expressado, na qual foram omitidos os argumentos por simplicidade:

Ji3 2+ Busda=o ©

Por ser um operador auto-adjunto, o Laplaciano permite a aplicacdo do esquema de integracéo
por partes duas vezes na equacao anterior, de modo que se pode reescrevé-la como:

9?2 9?2
J [%+%lu

7‘39* ID*
j%gm ]+ ﬂw I} dQ

0 ou* 0 ou*
—y&+&mh5¢3;MMQ+ .

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia na segunda e terceira parcelas do lado direito da
equacéao (10) chega-se a:

°p 0°p du* 0%t
Ll TEN [0 + d Q- fpg®dr + [{vu*dr (11)
ywzaf] yma BF” gm} F }

Onde:
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q*:m*%+m*al:m* (12)
ox dn  dy on  0n

= ROx 3y _dp 13
oxon dyon on

A funcéo auxiliar u*;x,y) € denominada solucéo fundamental tradicional, que € a solucédo de
um problema correlato pela Equacdo de Poisson, onde uma carga concentrada unitaria é
aplicada em um ponto fongede um dominio espacial infinito. A equacdo de governo nessas
condi¢cBes de simetria angular € expresso por:

dzu*+}du*
dr® r dr

Onde A¢&;r) é a fungéo Delta de Dirac, singular em r= & Uma solugéo particular da equacao
(14) é dada por:

=-AE&;r) (14)

U €x,) = S Inlr(Ex,y)] (15)
Tt
Dai resulta:
ey L1
q (E’X’y)_ZT[r(E;r) (16)

Devido as propriedades da funcéo Delta de Dirac, a substituicdo da equacao (15) no primeiro
termo do lado direito da equacdo (11) permite transformar a equacéo integral de dominio
original em uma Unica expressao constituida de integrais de contorno e uma funcéo de ponto,
na forma:

C(3p( § +fpa*dr - [{vu*dr =0 (17)

O coeficiente Cf) estd ligado ao posicionamento do ponto fdnhtem relacdo ao dominio
fisico Xx,y). Para contornos suaves, se o ponto fonte se situa sobre o cont&sd,5C(

Formulacdo do MEC na Equac¢éo da Difusdo-Adveccgéo

Existem formulagfes outras do MEC para o tratamento de problemas difusivos-advectivos. Na
mais tradicional delas a solucao fundamental é a solu¢cdo de um problema convectivo correlato,
no qual uma fonte concentrada é aplicada hum meio infinito onde um campo de velocidades
interage com o meio difusivo. Esta solucdo fundamental é mais complexa e o modelo
resultante, embora matematicamente mais elegante, ndo pode ser aplicado a campos de
velocidade varidveis. Neste trabalho foi escolhida a formulagdo do MEC com Dupla-
Reciprocidade [4] para o tratamento da equacdo da energia, pois além de ndo impor restricdes
ao campo de velocidades, aproveita-se a simplicidade matematica da formulag&o difusiva para
se resolver o termo advectivo, conforme procedimento exposto a seguir.

Inicialmente, multiplica-se ambos os termos da equacéo (5) pela solugcédo fundamental difusiva
u* e integra-se o resultado por todo o volume de contrOtey¥2

2 2
KI oT, 0T u"szpcvj vxa—T+v LI (18)
sl ox?  ay? A S

Vé-se que no lado esquerdo da equacdo (18) figura 0 mesmo operador Laplaciano, auto-
adjunto, que permite a aplicacdo dos mesmos procedimentos anteriormente apresentados para

— 366 —



expressar a formulacdo integral do MEC exclusivamente em termos de valores de contorno.
Dessa forma, toda a atencao serd dada agora ao lado direito da equacéo (18). De acordo com a
FDR, admite-se inicialmente que o termo advectivo seja considerado tal como uma acao de
dominio b(x,y), ou seja:

oT oT ) . .
K[lv, —+v,— |u'dQ =pC, [ b(x,y)u & (19)
i[ o yayj PC.[ b(x.y)

Considera-se entdo que a funcdo b(x,y) pode ser representada por uma combinacéo linear de
fungBes interpolantes Fj arbitrarias, funcdes essas que possuem primitivas tais que:

b(x,y)=a'P (x,y)=a'¥; (x,y) (20)

A escolha dessas fungdes interpolantes Fj é conteldo de muitas pesquisas, mas a classe de
fungbes mais flexivel € a das funcbes radiais de base, devido a sua flexibilidade, invariancia,
entre outras propriedades. Dentre essas, a mais comum € radial simples, dada pela distancia
euclidiana entre pontos do contorno X e pontos interpolantes Xj, isto é:

F{X;X ) =R(X; X)) =[(x —x1)2 +(y —y ) V2 21)
Assim, a substituicdo da equacdo (20) no lado direito da equacgdo (19) permite sejam

reaplicadas as mesmas transforma¢gfes mateméaticas que conduziram a parcela difusiva a ser
representada unicamente em termos de valores de contorno, ou seja:

[[buco :cxj{C(E)qu &)+ [[w b x (& x) - N1 (X1 X)ur (& x)]ur} (22)

Sendo Nj é a derivada normal do potencigloy seja:

L

on (@3)

Discretizacdo e Formacao das Equacdes Matriciais

O procedimento de discretizacdo com o método dos elementos de contorno € bastante
conhecido e muito simples. Divide-se o contoFifg) em N elementos discretos, nos quais a
variavel basica e derivada normal e a forma geométrica dos elementos, todos sdo aproximados
por funcbes tipicas de interpolacdo. No caso da FDR, também as fungBes auxiliares de
interpolacdo sdo aproximadas ao longo dos elementos de contorno. No caso da Equacdo de
Laplace, a equacao (24) pode ser escrita para cada elemento de contorno, ou seja, toma-se 0
ponto fonte coincidente com os pontos nodais dos elementos, gerando um conjunto de equacodes
que, na forma matricial, escreve-se como:

[H] [p]-[G] [v]=0 (24)

No caso da Equacéo da Difusdo-Advecc¢do, o procedimento € similar, mas mais elaborado, pois
a equacao resultante ndo é homogénea:

HT—Gq=pTCV{H\IJ—GN}0(:P (25)

Escolhendo-se um nimero de funcddsidgeal ao nimero de nés de discretizacdo, os
coeficientesy podem ser substituidos e escritos em termos dos valores nodais de b(x,y), que por
sua vez dependem das velocidades e das derivadas da temperatura. Assim sendo:

P=[H¥ -GN F'VT, (26)
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As derivadas da temperatura T podem ser eliminadas através de uma simples interpolacéo;

T=FB - T,=F F'T (27)

A expressao final fica:
HT-Gq =[H¥-GN|F'V/F, F'T =RT (28)

Ressalta-se que o campo de velocidades deve ser completamente conhecido nas fronteiras do
volume de controle; considerando que a equagdo (24) fornece apenas os valores das
velocidades normais, as demais componentes precisam ser calculadas, o que é feito
empregando-se a equacao integral hiper-singular do MEC [6], que para contornos suaves é dada
por:

1 _ (e Ut(EX) 09* (& X)
V@ =2, [Vo a2 j b =PI (29)
Aplicacdo

O exemplo escolhido corresponde a um silo vertical, onde se faz a simulagcdo numérica do
campo de pressdo e temperaturas em seu contorno, vide figura 1:

Figura 1: (a) caracteristicas geométricas; (b) condicGes de contorno do problema de presséo; (c)
condic8es de contorno do problema térmico.

Considerando o modelo de Darcy, o problema € linear e resolvido em duas etapas distintas,
embora correlacionadas, nas quais resolve-se 0 campo de velocidades e depois determina-se a
distribuicdo de temperaturas e fluxos. Na figura 2 sdo mostradas as curvas de pressao na parede
vertical direita e velocidade tangencial na parede horizontal inferior. Na figura 3 sdo
apresentadas as curvas de temperatura nas paredes vertical direita e vertical esquerda.
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Figura 2 - Gréfico a esquerda: distribuicdo de presséo na parede vertical direita; grafico a direita:
distribuicdo das velocidades tangenciais ao longo da parede horizontal inferior.

— 368 —



Temperatura
Temperatura

0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Coordenada Vertical Coordenada Vertical

Figura 3- Grafico a esquerda: distribuicdo da temperatura ao longo da parede vertical direita; gréafico a
direita: distribuicdo da temperatura ao longo da parede vertical esquerda.

Conclusodes

Para os valores de velocidade de escoamento do fluido considerados, compativeis com varios
problemas praticos de grande importancia na area de secagem e ventilagdo natural, em que o0s
fendmenos difusivo e convectivo atuam de maneira equanime, os resultados numéricos obtidos
com o Método dos Elementos de Contorno foram muito bons, concordando com os valores
obtidos na referéncia 2, com diferencas menores do que 1%. Destacam-se também o tempo
computacional reduzido e a facilidade de introducdo de dados e transporte desses do problema
difusivo para o difusivo-advectivo, no caso das velocidades normais e tangenciais.
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