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Resumo: Neste trabalho, € apresentada uma familia de novos algoritmos para programacdo
linear. Esta familia surgiu da generalizagdo da idéia apresentada por Jodo Gongalves, Robert
Storer e Jacek Gondzio, para desenvolver o algoritmo de ajustamento pelo par otimo. FEste
algoritmo, por sua vez, foi desenvolvido tendo como base o algoritmo de Von Neumann. O al-
goritmo de Von Neumann possui propriedades interessantes, como simplicidade e convergéncia
inicial rdpida, porém, ele ndo € muito prdtico para resolver problemas lineares, visto que sua
convergéncia é muito lenta. Do ponto de wista computacional, nossa proposta nao é utilizar
a familia de algoritmos para resolver os problemas de programacdo linear até encontrar uma
solucao e sim explorar a sua simplicidade e seu rato de convergéncia inicial rdapido e usd-la em
conjunto com um método de pontos interiores primal-dual infactivel
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1 Introducao

O algoritmo Von Neumann foi apresentado por Dantzig no inicio dos anos 1990 [2, 3] e mais
tarde foi estudado por Epelman e Freund [4], este algoritmo possui propriedades interessantes,
como simplicidade e convergéncia inicial rapida, porém, ele ndao é muito pratico para resolver
problemas lineares, visto que sua convergéncia é muito lenta. Gongalves, estudou em sua tese
de PhD [5] o algoritmo de Von Neumann e apresentou quatro novos algoritmos baseado neste,
sendo que o algoritmo de ajustamento pelo par 6timo foi o que obteve melhor desempenho na
pratica.

O algoritmo de ajustamento pelo par 6timo herda as melhores propriedades do algoritmo Von
Neumann. Embora Gongalves prove que em termos de convergéncia o algoritmo de ajustamento
pelo par 6timo é superior ao de Von Neumann, ainda assim, ele também nao é pratico para
resolver problemas lineares, visto que sua convergéncia também é muito lenta.

No trabalho [8], generalizamos a idéia apresentada por Jodo Gongalves, Robert Storer e Jacek
Gondzio em [6], para desenvolver o algoritmo de ajustamento pelo par 6timo. Ao generalizar
a idéia em [6] para o algoritmo de ajustamento do par 6timo, desenvolvemos o algoritmo de
ajustamento 6timo para p coordenadas. Na realidade para cada p temos um algoritmo diferente,
onde p ¢ limitado pela ordem do problema, assim desenvolvemos uma familia de algoritmos.

Do ponto de vista computacional, nossa proposta nao é utilizar a familia de algoritmos para
resolver os problemas de programagao linear até encontrar uma solucao e sim explorar a sua
simplicidade e seu raio de convergéncia inicial rapido e usa-la em conjunto com um método de
pontos interiores primal-dual infactivel [9]. Em cada iteragao deste método de pontos interiores é
necessario a resolucao de um sistema de equacgoes lineares no cédlculo da direcao de Newton, neste
trabalho isso serd feito, utilizando uma abordagem iterativa pelo método dos gradientes conju-
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gados precondicionado inicialmente pelo precondicionador fatoracao controlada de Cholesky [1]
e posteriormente pelo precondicionador separador [7].

No entanto, esta abordagem de precondicionamento hibrida nem sempre é robusta e falha em
algumas classes de problemas de programacao linear. Isso ocorre devido a existéncia de uma faixa
critica na mudanca dos precondicionadores, no sentido que, se mudarmos de etapa antes desta
faixa ou no inicio dela, o precondicionador separador ainda nao estd preparado para assumir
o processo e assim o método perde desempenho ou nao converge. Vamos utilizar a familia de
algoritmo simples nesta faixa critica fazendo algumas iteracoes e devolvendo um ponto melhor
para o método de pontos interiores. Com isso prolongamos a vida 1util do precondicionador
fatoracao controlada de Cholesky ou melhoramos o desempenho do precondionador separador
obtendo uma implementagao robusta.

2 Descricao do Problema

Consideremos o problema de encontrar uma solucao factivel do conjunto de restrigoes lineares:

Px =0,
elr =1, (1)
x>0,

onde P € R™*" x € R™ e e € R" é o vetor com todas as coordenadas iguais a um, e as colunas
de P tem norma um, isto é, || Pj|| = 1, para j = 1,...,n. Geometricamente as colunas P; podem
ser vistas, como pontos sobre a hiperesfera m-dimensional com raio unitario e centro na origem
(ver figura 1). O problema acima ent@o pode ser descrito como de atribuir ponderagoes x; nao
negativos as colunas P; de modo que depois de re-escalado seu centro de gravidade seja a origem.

3

Figura 1: Tlustragdo do algoritmo Von Neumann

Note que qualquer problema de programacao linear pode ser reduzido ao problema (1) ver [5].

3 Algoritmo de Von Neumann

Em 1948, von Neumann propos para Dantzig, em comunicagao privada um algoritmo para
programagao linear, que foi divulgado por Dantzig no inicio dos anos 1990 em [2, 3]. Descrevemos
a seguir este algoritmo:
Algoritmo de Von Neumann
Dado: 2z >0, com e’z? = 1. Calcule bY = Pz0.
Para k=1,2,3,... faca
[1] Calcule
st = argminj:l,...,n{Pjtbk_l}7
Vp—1 = Pst_,_bkfl.
[2] Se wvk—1 > 0, entdo PARE; o problema (1) ¢ infactivel.
[3] Calcule
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uf = R,
)\ _ 1—vp_1
- (Uk71)2—2’l]k_1+1.
[4] Atualize
bF = XbFL 4+ (1 — NPy,
2h = Ak 4 (1~ Neyr,
onde e+ é o vetor da base candnica com 1 na s'-ésima coordenada.
k=Fk+1.

Fim

4 Algoritmo de Ajustamento pelo Par Otimo

O algoritmo de ajustamento pelo par étimo é a generalizagao do “Weight-Reduction” ver [6]. De
um certo modo, podemos dizer que o algoritmo de ajustamento pelo par étimo, prioriza apenas
duas varidveis em cada iteragao, porque ele encontra o valor étimo para duas coordenadas e
ajusta o restante das coodenadas em funcao destes valores. Este algoritmo comega identificando
os vetores P+ e P, que tem o maior e menor angulo com o vetor ¥*~!, em seguida ele encontra
os valores $IS€+, x’s“‘_ e A\ onde xf = )\x?_l para todo j # st e j # s, que minimiza a distancia
de b* a origem satisfazendo a convexidade e as restricoes de nao negatividade. Este problema de
otimizacgao tem a solucao facilmente calculada examinando as condi¢ées Karush-Kuhn-Tucher
(KKT). Descrevemos o algoritmo de ajustamento pelo par étimo a seguir:
Algoritmo de Ajustamento pelo par Otimo
Dado: 2° > 0, com ef2? = 1. Calcule b® = P20,
Para k=1,2,3,... faca
[1] Calcule
sT = argminj:17.._7n{]3j’fbk’1},
s = argmaxj:17...’n{]-7;bk_1| xj > 0},
Vp—1 = P;_Fbk*l.
[2] Se wvg—1 > 0, entdo PARE; o problema (1) ¢ infactivel.
[3] Resolva o problema
minimizar ||b||?
s.a Xo(1—2F =2+ A+ 0 =1, (2)
Ai >0, para i =0,1,2,
onde, b= N\g(b* ! —2F 1P — 2P ) + M Por + APy

[4] Atualize
b= X0t — 2T Py — "I P) + M P + AP,
u = [|b¥]],
Nori Tl G #EsTej# s
Q?? = )‘b ] — 5+7
Ao, j=s".
k=k+1
Fim

5 Algoritmo de Ajustamento Otimo para p Coordenadas

O algoritmo de ajustamento pelo par étimo construido por Gongalves em sua tese prioriza duas
coordenadas em cada iteracao. Vamos nos referir a este, como o algoritmo para 2 variaveis.
Utilizando a mesma idéia contida neste algoritmo podemos generaliza-lo e construir o algoritmo
para p varidveis. A idéia central utilizada no algoritmo para 2 varidveis para dar prioridade
as duas coordenadas é resolver o subproblema (2). Este subproblema pode ser generalizado,
e ao invés de utilizarmos duas colunas para formular o problema, podemos utilizar qualquer
quantidades de colunas e assim dar importancia a quantas varidveis desejarmos.
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A maneira como escolhemos as varidveis para dar prioridade é livre e podemos escolhe-las,
de acordo com o problema que iremos resolver. Uma escolha natural se vamos construir um
algoritmo para p varidveis, é tomarmos p/2 colunas que fazem o maior angulo com o vetor b* e
as outras p/2 colunas sdo as que fazem o menor angulo com o vetor b*, se p for impar colocamos
uma coluna a mais para o conjunto de vetores que formam o maior angulo com o vetor b* por
exemplo.

O algoritmo de ajustamento étimo para p coordenadas segue as mesmas linhas do algoritmo
de ajustamento pelo par 6timo:

Algoritmo de Ajustamento Otimo para p Coordenadas

Dado: z° >0, com e!z? = 1. Calcule % = Px0.

Para k=1,2,3,... faga

[1] Calcule
{Pnf“’ .-, P+ } que fazem o maior dngulo com o vetor i
S1
{Pnf’ e Pns_2 } que fazem o menor angulo com o vetor b*~! e tal que
xf’1 >0,i=mn,...,7,,ondes; + s2 = p.

V1 = minimoi:17._.751p7§+bk71_

[2] Se wvk_1 > 0, entao PAi{E; o problema (1) ¢é infactivel.
[3] Resolva o problema
minimizar ||b||?

S1 52 S1 S
k—1 k—1
saa XN|1=)>«x — 25+ Y A+ + A-=1
0 Z r];‘_ Z nj Z m; Z 77]' ’
=1 7j=1 =1 J=1

)‘n* >0, para,i=1,...,s1,

(3)
/\77-7 >0, para,j =1,...,s9,

51 S92 S1 S2
T k—1 k—1 _ k—1
onde, b= )\Q b E 1xn'+ me E ‘ $77; PVI; + E 1/\771_+Pm_+ + E . )\ﬂ;Pn;'
1= 1= 1= Jj=

k3

[4] Atualize

3

S1 52 S1 S2

ko k-1 k-1p k—1

B =X | b > 1:xn_+ P =3 1:% P +3 1:)\ni+Pm+ +> 1:Anj_Pnj_,
i= j= 1= J=

uk:kuH»k X
Aot 8 G
x?: )\nf’» j=77¢+,i=17-~a51»
)\77;’ ]:nj,]zl,...,SQ.
k=k+1.
Fim

5.1 Resolugao do Subproblema Usando Métodos de Pontos Interiores

Em cada iteracao do algoritmo de ajustamento étimo para p coordenadas, é necessario resolver
o subproblema (3). No caso p = 2, que é o algoritmo de ajustamento pelo par étimo, Gongalves
resolve este subproblema verificando as condigoes KKT, mais precisamente, ele verifica todas as
possiveis solugoes factiveis das equagoes KKT, que neste caso sao 7 ver [6]. No caso geral que é
o algoritmo para p coordenadas, se resolvermos o subproblema seguindo o mesmo raciocinio, o
numero de casos possiveis de solugoes factiveis cresce exponencialmente com o valor de p e este
nimero de casos é exatamente 2PT1 — 1 ver [8].

Este fato torna inviavel a programacao de um cdédigo do algoritmo de ajustamente 6timo
para p coodenadas para valores razoavelmente altos de p. Com a finalidade de contornar este
problema, abordamos o subproblema (3) de outra forma e podemos resolve-lo aplicando métodos
de pontos interiores. A grande vantagem de usar métodos de pontos interiores para resolver o
subproblema (3), é que o custo computacional para resolver um problema de grande porte com
uma matriz de ordem 10x 10 ou de ordem 100 x 100 nao ¢ significativo, além disso, a programagao
de um codigo para o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas fica bem mais facil.
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A seguir descreveremos como reformulamos o subproblema (3), para usar um método de
pontos interiores para resolve-lo.

Podemos reescrever by = Py, onde P, = {wk P77+ Pn+ "‘Pn_ .. .Pn_} , wy, = b —
1 S1 1 52

k
_Zx . P —Zm ,1P_ e \p = ()\O,Anr,...,An;,...,Anl_,...,)\ns_Q).
Assun, o subproblema pode ser reescrito como

minimizar || PpA||*
sa at\, =1, (4)
_)\k S 07

onde a = (a1,1,...,1)ea; =1— Zat Zazk 1 Portanto as equacoes KKT do problema

(4) sao dadas por
P,ng)\k +ary — Il =0
A, =0 (5)
at\, —1=0,

com 0 < [, A\g, onde ri e I sao os multiplicadores de Lagrange de igualdade e desigualdade
respectivamente.
Estas sao as equagoes em que aplicamos um método de pontos interiores.

5.2 Propriedades Teéricas do Novo Método

Em [8], foi demonstrado que o desempenho do novo método é superior em rela¢ao ao algoritmo
de Von Neumann. Também mostrou-se que se ps > p1 entao o algoritmo de ajustamento 6timo
para po coordenadas possui um desempenho superior em relacao ao algoritmo de ajustamento
6timo para p; coordenadas. A seguir apresentamos os teoremas demonstrado em [8].

Teorema 1 O decréscimo em ||b¥|| obtido por uma iteracdo do algoritmo de ajustamento étimo
para p coordenadas, com 1 < p < n, onde n é dimensao das colunas de P, no pior caso é igual
ao obtido por uma iteracao do algoritmo Von Neumann.

Teorema 2 O decréscimo em ||b¥|| obtido por uma iteragdo do algoritmo de ajustamento dtimo
para pa coordenadas, no pior caso € igual ao obtido por uma iteracdo do algoritmo de ajustamento
otimo para p1 coordenadas com p1 < pa < n, onde n € a dimensdo das colunas de P.

6 Resultados Numéricos

Nos experimentos o algoritmo de ajustamento étimo para p coordenadas com p =4, p = 10 e
p = 20 foi adaptado ao cédigo PCx com as modificagoes dadas em [9] e fizemos dois experimentos.
Os problemas utilizados foram 8 da colecao QAPLIB e 12 da colecao NETLIB.

No decorrer desta secdo vamos utilizar as seguintes notagoes nas tabelas: (MPI*) indica o
nuimero de iteracées que o PCx modificado necessita para detectar que o problema nao converge,
iteracao melhorada (itMelh) é onde realizamos iteragoes com o algoritmo de ajustamento 6timo
para p coordenadas, numero de iteragoes auxiliares em cada iteragao melhorada (itAux) é a
quantidade de iteracoes realizadas com o algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas,
(MPI,) indica o nimero total de iteracoes do PCx modificado auxiliado pelo algoritmo simples
para p = 2,10 e 20, (MPI) indica o nimero de iteragoes que o PCx modificado necessita para
detectar que o problema converge ,(Itge) indica o ntimero de iteragoes internas do método dos
gradientes conjugados nas direcoes preditora e corretora apds o auxilio do algoritmo simples
,(T) indica o tempo total para a solugao dos problemas em segundos, e (.) indica a iteragao da
mudanca de fase.

No primeiro experimento, para 8 problemas onde PCx modificado (PCxM) nao consegue
obter uma solugao, o experimento foi realizado da seguinte forma: nos problemas onde o método
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necessita de segunda fase foram realizadas algumas iteragoes com algoritmo simples com p = 2,
p = 10 e p = 20 na faixa critica da mudanca de fase e devolvido um ponto melhorado para o
método prosseguir. Para os problemas que o método nao necessita de segunda fase, na iteragao
onde o gap ou a infactibilidade primal ou dual aumenta, realizamos iteragoes com o algoritmo
de ajustamento 6timo para p coordenadas com p = 2, p = 10 e p = 20 e devolvemos um
ponto melhorado para o método de pontos interiores prosseguir. Apresentamos na tabela 1
uma comparacao dos resultados obtidos com e sem o auxilio do algoritmo para p coordenadas.
Os experimentos foram realizados sempre procurando fazer o minimo de iterages do algoritmo
simples.

Tabela 1: Problemas que nao convergem na abordagem hibrida
| Nome | MPI* | itMelh [ itAux [ MPI; | T | MPIjp | T [MPIy | T |

nug05 | 7(3) 1 50 = [ -] 63) 010 6(3) |o0.14
nug05-3rd | 7(3) 3 50 9B 614 7(3) | 372
nug06-3rd | 9(4) 2a4 50 - - - - 12(-) | 26.9
finnis | 25() | 16 00 | - | - | 34 |08 27 073
age2 | 26() | 13 50 _ [ 31 [170] 20 | L5

age3 | 21() | 12 100 | 47 | 29| 39 |145| 36 |1.85
scrs8 | 23(-) | 2 a8 50 - - - - 38 2.04

bnl2 | 37(-) | 11 a 12 | 300 - - 47 14.1 40 25.1

Com esta abordagem conseguimos obter uma solugao para os 8 problemas onde o PCx
modificado nao conseguia obter uma solugao. Os resultados da tabela indicam que o algoritmo
simples com p = 20 é superior ao algoritmo simples com p = 2 e p = 10, ou seja, aumentando o
valor de p o desempenho do algoritmo melhora para esta classe de problemas. Em [9] para que
os problemas NUGO05, NUGO05-3rd e NUGO06-3rd convergissem, o parametro 7 foi alterado e um
novo parametro foi calculado explorando a estrutura dos problemas, ja em nossa abordagem o
parametro 7 original foi mantido.

No segundo experimento para 12 problemas onde o PCx modificado converge e necessita de
segunda fase, a estratégia utilizada foi fazer algumas iteragoes do algoritmo simples com p = 20
na faixa critica da mudanca de fase e devolver um ponto melhorado para o método de pontos
interiores prosseguir.

Tabela 2: PCxM x PCxMAgg
nome | MPI | Ttge | T [itMelh [itAux | MPIy | Itge | T |
226 | 32(8) | 5202 [ 0.64 7 50 [20(12) [ 655 [ 0.50

maros | 40(9) | 28282 | 8.62 9 30 | 26(9) | 15778 | 7.14
25fvA7 | 20(17) | 10231 | 6.25 | 17 50 | 28(17) | 6814 | 5.30

)
scrlb | 24(11) | 4860 | 30.63 | 13 | 100 | 23(11) | 3997 | 28.7
chr22b | 29(16) | 2880 | 80.0 | 15 | 100 | 28(16) | 10855 | 99.80
) 28

chr25a | 29(15) | 12698 | 181.4 | 14-15 | 50 (15) | 17362 | 219.2
nug07 | 11(4) | 465 | 0.72 6 30 | 10(4) | 729 | 0.79
nugl2M | 20(7) | 9372 [ 2328 | 8 50 | 20(7) | 7351 [209.7
scr20 | 21(15) | 5207 | 2446 | 16 20 | 21(15) | 4284 | 2414
stocfor2 | 21(15) | 2025 | 3.98 | 17 30 | 21(15) | 747 | 3.78
degen3 | 16(8) | 1426 | 19.91 | 9 50 | 16(8) | 1126 | 19.2
degen2 | 12(5) | 598 | 0.71 5 30 | 12(5) | 409 | 0.69

Ao usarmos o algoritmo simples para 20 coordenadas em conjunto com o PCx modificado,
conseguimos reduzir o ntumero de iteragoes deste, para uma classe de problemas e para outra
classe conseguimos reduzir o niimero de iteracoes internas dos gradientes conjugados, tornando
o método mais robusto para estas classes de problemas.
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7 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma nova familia de algoritmos para programagao linear. A grande
vantagem desta familia de algoritmos é a sua simplicidade e seu raio de convergéncia inicial
rapido. Ao usarmos a familia de algoritmos simples em conjunto com um método de pontos
interiores infactivel em uma abordagem onde o método nao converge, foi possivel obter con-
vergéncia para um numero maior de problemas. Para a maioria dos problemas a quantidade de
iteracoes auxiliares utilizada do algoritmo simples foi pequena, e tendo em vista que, o seu custo
por iteragao é baixo o tempo computacional utilizado pelo novo algoritmo nao é significativo em
relagdo a uma iteracao dos métodos de pontos interiores. Para outra classe de problemas onde o
método de pontos interiores infactivel necessita da segunda fase, com a abordagem utilizada foi
possivel reduzir o nimero de iteragoes do método para alguns problemas ou reduzir o niimero
de iteragoes internas do método dos gradientes conjugados para outros problemas.

Os resultados numéricos indicam que ao usarmos a familia de algoritmos simples em con-
junto com um método de pontos interiores infactivel melhoramos sua robustez e portanto seu
desempenho. Em trabalhos futuros pretendemos utilizar a familia de algoritmos simples para
encontrar um ponto inicial para métodos de pontos interiores infactiveis.
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