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Resumo: Em análise cinética não-isotérmica de reações qúımicas de fase condensada a in-

tegração da equação de Arrhenius como função da temperatura resulta em uma integral que

coincide com a função gama incompleta Γ(−m − 1, x). Nesse contexto o parâmetro m descreve

como o fator pré-exponencial de Arrhenius depende da temperatura, x é uma variável definida

em termos da energia de ativação e da temperatura e a integral é denominada integral gene-

ralizada de temperatura ou integral de Arrhenius. A função gama incompleta não possui uma

solução anaĺıtica exata e, embora seja posśıvel avaliá-la numericamente na maioria dos pacotes

computacionais, os métodos da análise cinética requerem a utilização de aproximações anaĺıticas

para a estimação dos parâmetros cinéticos fator pré-exponencial e energia de ativação. Neste

trabalho são obtidas aproximações anaĺıticas para a função gama incompleta, baseadas na meto-

dologia de quadratura gaussiana. Os resultados numéricos mostraram boa concordância entre os

valores obtidos com a aproximação e aqueles obtidos por integração numérica. Ao contrário de

outras aproximações encontradas na literatura, a metodologia utilizada neste trabalho pode ser

facilmente generalizada para se obter aproximações com a máxima exatidão desejada.
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Geralmente a equação cinética de reações qúımicas de fase condensada é dada por:

dϕ

dt
= κ(τ)f(ϕ), (1)

onde dϕ/dt é a velocidade da reação em um certo instante t, f(ϕ) é o modelo da reação, o
qual descreve como a velocidade depende da fração de conversão do reagente ϕ e κ(τ) descreve
a dependência da velocidade com relação à temperatura τ . É usual supor κ(τ) como sendo a
equação de Arrhenius :

κ(τ) = A exp

(

−
E

Rτ

)

,

onde A é o fator pré-exponencial de Arrhenius, E é a energia de ativação e R é a constante
dos gases. Diferentes funções f(ϕ) têm sido propostas para descrever o mecanismo cinético das
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reações no estado sólido. Os modelos cinéticos propostos consideram diferentes hipóteses, tais
como a geometria das part́ıculas, o crescimento na interface, a difusão, a nucleação ou a formação
de núcleos sobre a superf́ıcie do reagente. Na tabela 1 são apresentados alguns modelos cinéticos
encontrados na literatura [1, 8].

Śımbolo Modelo de Reação f(ϕ)

Modelos Geométricos

Rn n = 2: Contração de área n(1 − ϕ)1−1/n

n = 3: Contração de volume

F1 Reações de primeira ordem (1 − ϕ)

An Nucleação e crescimento n(1 − ϕ)[− ln(1 − ϕ)]1−1/n

D2 Difusão bidimensional [− ln(1 − ϕ)]−1

D3 Difusão tridimensional 3/2(1 − ϕ)1/3[1 − (1 − ϕ)1/3]−1

(Equação de Jander)

D4 Difusão tridimensional 3/2[1 − (1 − ϕ)−1/3 − 1]−1

(Equação de Ginstin e Brounshtein)

Tabela 1: Expressões para as funções f(ϕ) dos modelos cinéticos mais comuns na literatura

Sob condições não-isotérmicas, isto é, se a temperatura varia com o tempo, então a fração de
conversão ϕ também depende da temperatura. Assim, supondo que a variação da temperatura
seja realizada a uma taxa constante, β = dτ/dt, tem-se que a equação (1) resulta em:

dϕ

dτ
=

A

β
exp

(

−
E

Rτ

)

f(ϕ). (2)

Geralmente os métodos cinéticos são desenvolvidos supondo que o fator pré-exponencial
A independe da temperatura. Contudo, para algumas reações no estado sólido o fator pré-
exponencial está relacionado com a temperatura segundo a seguinte equação:

A = A0τ
m (3)

onde A0 é uma constante e o expoente m varia de -1.5 a 2.5, dependendo do tipo de reação [6].
Substituindo a equação (3) na equação cinética (2), obtém-se:

dϕ

dτ
=

A0τ
m

β
exp

(

−
E

Rτ

)

f(ϕ). (4)

Seja α a fração transformada de reagente correspondente a uma temperatura T em um dado
instante t. Então arranjando convenientemente os termos da equação (4) e integrando para
0 ≤ ϕ ≤ α e 0 ≤ τ ≤ T , obtém-se equação cinética na forma integral:

g(α) =
A0

β

(

E

R

)m+1

Γ(−m − 1, x) (5)

onde x = E/RT , g(α) é a forma integral do modelo da reação, definida por
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g(α) =

∫ α

0

1

f(ϕ)
dϕ, (6)

e Γ(−m − 1, x) é a função gama incompleta, definida por:

Γ(−m − 1, x) =

∫

∞

x

exp(−z)

zm+2
dz. (7)

A função gama incompleta é definida por uma integral que não possui solução anaĺıtica
exata. Embora na maioria dos pacotes computacionais de matemática sejam encontradas roti-
nas computacionais para o cálculo da função gama incompleta, os métodos da análise cinética
necessitam de aproximações anaĺıticas para a integral. O principal objetivo é obter estimativas
para os parâmetros E, A0 e m mediante o ajuste da equação (5) a um conjunto de dados expe-
rimentais. Portanto, além do valor de g(α) para um dado valor da fração de conversão α e uma
dada razão de aquecimento β, também é necessário conhecer uma expressão anaĺıtica que possa
substituir a função gama incompleta com a máxima exatidão posśıvel [2, 6].

Na literatura são encontradas aproximações anaĺıticas que podem ser usadas para uma ava-
liação da função gama incompleta que aparece na equação cinética (5). Singh et al. [9] e Gartia
el al [7] desenvolveram técnicas para o cálculo da integral da equação (7), porém as mesmas são
complexas e exigem muito tempo e esforço computacional. Por outro lado, Wanjun et al. [10]
apresentaram duas aproximações para a integral da equação (7), as quais são simples, com um
significativo grau de exatidão quando comparadas com o valor numérico da função Γ(−m−1, x)
e válidas para valores arbitrários de m. Contudo, Cai e Liu [2, 3] também apresentaram uma
aproximação simples, porém mais exata que as aproximações de Wanjun.

Como regras de quadratura constituem métodos relativamente simples para resolver o pro-
blema de aproximação de integrais, neste trabalho são apresentadas aproximações anaĺıticas para
a função gama incompleta baseadas em uma regra de quadratura gaussiana. Uma comparação
entre os resultados numéricos obtidos por essas aproximações e por integração numérica também
é apresentada.

Da equação (7), substituindo a variável z por x−w, obtém-se a seguinte equação equivalente:

Γ(−m − 1, x) = exp(−x)

∫

0

−∞

exp(w)

(x − w)m+2
dw. (8)

De acordo com o método de quadratura de Gauss, a integral na equação (8) pode ser escrita
como [4, 5]:

∫

0

−∞

exp(w)

(x − w)m+2
dw ≈

n
∑

k=1

γnk

(x − znk)m+2
, (9)

onde znk é o k-ésimo zero do polinômio Qn(z) definido por :

Qn(z) =
n

∑

k=0

(

n!

k!

)2 zk

(n − k)!
, n = 0, 1, 2, ..., (10)

e os coeficientes γnk são números positivos calculados por:

γnk =
−1 · 4 · 9 · · ·n2

Q ′

n(znk)Qn+1(znk)
. (11)

Os resultados anteriores sugerem as seguintes aproximações para a função gama incompleta:

Γ(−m − 1, x) ≈ In(m, x) = exp(−x)
n

∑

k=1

γnk

(x − znk)m+2
, (12)
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onde γnk é dado pela equação (11), znk são os zeros do polinômio Qn(z) definido pela equação
(10) e o valor de n depende da precisão desejada para a aproximação.

Neste trabalho serão analisadas as aproximações I2(m, x) e I3(m, x). Para a aproximação
I2(m, x) não é dif́ıcil verificar que

I2(m, x) =
exp(−x)

4







2 −
√

2
(

x + 2 +
√

2
)m+2

+
2 +

√
2

(

x + 2 −
√

2
)m+2






. (13)

Para a aproximação I3(m, x), os valores dos coeficientes γ3k e os valores dos zeros z3k são
apresentados na tabela 2.

k z3k γ3k

1 -0.41577455678348 0.71109300992917

2 -2.294280360279042 0.27851773356924

3 -6.289945082937479 0.01038925650159

Tabela 2: Valores dos zeros znk e dos coeficientes γnk, para n = 3

O erro relativo percentual das aproximações propostas para um dado valor de m é definido
como sendo igual a:

εn(m, x) =

∣

∣

∣

∣

Γ(−m − 1, x) − In(m, x)

Γ(−m − 1, x)

∣

∣

∣

∣

× 100%, (14)

onde In(m, x) é substitúıdo pelo valor de uma das aproximações anaĺıticas dadas na equação
(12) e Γ(−m − 1, x) é substitúıdo pelo valor numérico da integral que define a equação gama
incompleta na equação (7).

A aproximação p1m dada na equação (15) foi proposta por Cai e Liu [2, 3] e será considerada
neste trabalho para comparação:

p1m(x) =
exp(−x)

xm+2

0.99954x − 0.044967m + 0.58058

x + 0.94057m + 25400
. (15)

Cai e Liu obtiveram essa aproximação supondo

Γ(−m − 1, x) ≈
exp(−x)

xm+2

ax + bm + c

x + dm + e
,

sendo os coeficientes a, b, c, d e e obtidos por regressão não linear a partir de valores numéricos
de Γ(−m − 1, x).

A tabela 3 apresenta os erros relativos percentuais ε2(m, x) para a aproximação I2(m, x) e
a tabela 4 apresenta os erros relativos percentuais ε3(m, x) para a aproximação I3(m, x). Os
valores para x e m foram escolhidos da literatura [6].

Na tabela 5 são apresentados os erros relativos percentuais obtidos para a aproximação de
Cai e Liu. Os valores foram calculados a partir da fórmula dada na equação (14), substuindo-se
In(m, x) por p1m(x).

Nas tabelas 3 e 4 é posśıvel observar que os erros dependem dos valores de x e de m, isto
é dependem da temperatura e da energia de ativação. Os resultados mostram ainda que a
aproximação p1m de Cai e Liu é mais exata que I2(m, x) somente para alguns valores de x.
A aproximação I3(m, x) é significativamente mais exata que a aproximação de Cai e Liu para
valores x > 5.
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x

m 5 10 15 20 30 50 100

-1.5 3.7×10−2 4.4×10−3 1.1×10−3 4.2×10−4 9.6×10−5 1.4×10−5 9.8×10−7

-1 1.2×10−1 1.5×10−2 4.0×10−3 1.5×10−3 3.4×10−4 5.1×10−5 3.6×10−6

0 5.2×10−1 6.9×10−2 1.8×10−2 6.9×10−3 1.6×10−3 2.5×10−4 1.8×10−5

0.5 8.6×10−1 1.2×10−1 3.2×10−2 1.2×10−2 2.9×10−3 4.4×10−4 3.1×10−5

1 1.3×100 1.9×10−1 5.1×10−2 1.9×10−2 4.7×10−3 7.2×10−4 5.2×10−5

1.5 1.9×100 2.7×10−1 7.7×10−2 2.9×10−2 7.2×10−3 1.1×10−3 8.0×10−5

2 2.6×100 3.9×10−1 1.1×10−1 4.3×10−2 1.0×10−2 1.6×10−3 1.2×10−4

2.5 3.5×100 5.3×10−1 1.5×10−1 5.9×10−2 1.5×10−2 2.3×10−3 1.7×10−4

Tabela 3: Erros relativos percentuais ε2(m,x) para a aproximação I2(m,x).

x

m 5 10 15 20 30 50 100

-1.5 2.8×10−3 1.4×10−4 2.0×10−5 4.8×10−6 5.6×10−7 3.4×10−8 6.5×10−10

-1 1.1×10−2 5.8×10−4 8.5×10−5 2.0×10−5 2.4×10−6 1.5×10−7 2.9×10−9

0 6.0×10−1 3.5×10−3 5.3×10−4 1.3×10−4 1.6×10−5 9.9×10−7 2.0×10−8

0.5 1.1×10−1 6.7×10−3 1.0×10−3 2.6×10−4 3.2×10−5 2.0×10−6 4.0×10−8

1 1.8×10−1 1.2×10−2 1.9×10−3 4.7×10−4 5.9×10−5 3.8×10−6 7.6×10−8

1.5 2.9×10−1 1.9×10−2 3.1×10−3 7.9×10−4 1.0×10−4 6.6×10−6 1.3×10−7

2 4.4×10−1 3.0×10−2 5.0×10−3 1.3×10−3 1.6×10−4 1.1×10−5 2.2×10−7

2.5 6.2×10−1 4.5×10−2 7.6×10−3 1.9×10−3 2.6×10−4 1.7×10−5 3.6×10−7

Tabela 4: Erros relativos percentuais para a aproximação I3(m,x).

x

m 5 10 15 20 30 50 100

-1.5 3.7×10−2 2.8×10−2 2.0×10−2 1.2×10−2 3.1×10−4 1.5×10−2 2.9×10−2

-1 3.5×10−3 1.9×10−3 3.6×10−2 1.2×10−2 5.3×10−3 7.7×10−3 2.3×10−2

0 5.1×10−2 3.4×10−2 4.7×10−3 8.7×10−3 1.3×10−2 4.5×10−3 1.8×10−2

0.5 1.1×10−1 4.7×10−2 1.4×10−2 5.3×10−3 1.6×10−2 9.6×10−3 9.2×10−3

1 1.7×10−1 6.0×10−2 2.4×10−2 5.9×10−4 1.7×10−2 1.4×10−2 4.8×10−3

1.5 2.2×10−1 7.3×10−2 3.5×10−2 5.5×10−3 1.7×10−2 1.8×10−2 7.0×10−4

2 2.6×10−1 8.9×10−2 4.8×10−2 1.3×10−2 1.6×10−2 2.1×10−2 3.2×10−3

2.5 2.9×10−1 1.1×10−1 6.3×10−2 2.2×10−2 1.4×10−2 2.4×10−2 6.9×10−3

Tabela 5: Erros relativos percentuais ε(m,x) para a aproximação p1m(x).

Para os cálculos realizados neste trabalho foi utilizado o Sistema de Álgebra por Computador
denominado Maxima, o qual pode ser obtido em http://maxima.sourceforge.net e é distribúıdo
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sob Licença Pública Geral. As aproximações dadas na equação (12) foram geradas no Maxima
com as seguintes rotinas computacionais:

b[k]:= k^2 $

Q(z):=sum((n!/k!)^2*(z^k/(n-k)!),k,0,n);

Q1(z):=sum(((n+1)!/k!)^2*(z^k/(n+1-k)!),k,0,n+1);

DQ(z):=sum(k*(n!/k!)^2*(z^(k-1)/(n-k)!),k,1,n);

z[k]:=part(allroots(Q(z)),k,2);

gama[k]:=-product(b[k],k,1,n)/(DQ(z[k])*Q1(z[k]));

G(m,x):=(exp(-x)*sum(gama[k]/((x-z[k])^(m+2)),k,1,n));

display(’Gama(m,x)=G(m,x));

Em estudos de cinética não isotérmica por métodos integrais é necessário lidar com uma
equação cinética integral que envolve a função gama incompleta. Embora a função gama incom-
pleta seja bem estabelecida e suas propriedades bem detalhadas na literatura matemática, ela
não possui uma solução anaĺıtica exata para ser substitúıda na equação cinética. Neste trabalho
foram obtidas aproximações anaĺıticas para Γ(−m − 1, x), denotadas por In(m, x), utilizando
a metodologia de quadratura gaussiana. As funções In(m, x) podem ser usadas na equação
cinética para a determinação das estimativas dos parâmetros cinéticos, com uma boa exatidão
de aproximação.
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