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Resumo: Dados um reticulado limitado L, um subreticulado N e uma t—norma Ty, podemos
indagar a respeito da possibilidade de construirmos uma t-norma T sobre L de tal modo que
T seja uma extensao de Ty, isto €, definir T : L x L — L de forma que T|ny = Txn. Nesse
trabalho, apresentamos formas de atacar esse problema cldssico, considerando N um subreticu-
lado completo do reticulado completo L. Em outras palavras, mostramos que, neste caso, essa
extensao existe, entretanto nao é unica.
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1 Introducao

Como é bem conhecido, podemos definir um reticulado L sob dois pontos de vista: como
estrutura algébrica ou considerando L um conjunto parcialmente ordenado. O interessante é
que essas definicoes sao equivalentes.

Entretanto, quando pensamos em morfismos, a estrutura deve ser levada em consideragao,
visto que a ideia de morfismo para reticulados definidos a partir de uma ordem parcial nao é
equivalente a nogao de morfismo sobre reticulados algébricos. Mais especificamente, mostramos
que todo morfismo de reticulados definidos algebricamente é um morfismo para reticulados como
conjuntos parcialmente ordenados, mas a reciproca nao é verdadeira. Consideramos aqui esse
fato como preceito para definirmos subreticulados de uma maneira mais geral.

Em seguida, buscamos explorar o conceito de extensao de fungoes aplicadamente ao conceito
de t-normas dada sobre um subreticulado. Note que, é pertinente pensar nesse tipo de questao,
visto que uma t-norma 1 definida sobre um subreticulado N de um dado reticulado L, antes
de mais nada é uma funcao T : N x N — N a qual satisfaz algumas propriedades especificas.
Assim, encontrar uma extensao de T a L trata-se de definir uma funcdo T': L X L — L a
qual herda as propriedades caracteristicas de T e ainda satisfaz T'|y = T

2 Reticulado Limitado

Definigao 2.1 Seja < uma ordem parcial sobre o conjunto L. Dizemos que (L,<) € um reti-
culado se para todo a,b € L o conjunto {a,b} possuir um supremo e um infimo. Se existirem
elementos 1 e 0 de L tais que x < 1 ¢ 0 < = para todo x € L, dizemos que L = (L, <,1,0) € um
reticulado limitado.
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Exemplo 2.1 O conjunto das partes de um conjunto X munido da ordem parcial C € um
reticulado limitado

Exemplo 2.2 (N, <) é um reticulado limitado inferiormente pelo zero e que ndo possui limitante
SUpErior.

Por outro lado, podemos definir reticulado limitado como uma estrutura algébrica. Isso é
feito da seguinte maneira:

Definigao 2.2 Sejam L um conjunto ndo vazio e A\ e V duas operagdes bindrias sobre L. Dize-
mos que L = (L, \,V) é um reticulado se para quaisquer x,y,z € L valem as sequintes pro-
priedades:

1. zANy=yAxexVy=yVuzx;
2. (xAyYANz=xAN(yAz)e(xVy)Vz=zV(yAz);
. zN(zVy)=zexV(zAy) =uz.

Se ezistirem no reticulado L = (L, \,V) elementos 1 e 0 tais que para todo x € L, tenha-se
xANl=zexV0=uz dizemos que L = (L,A\,V,1,0) é um reticulado limitado.

Exemplo 2.3 O conjunto I = ([0,1],A,V,1,0), onde x Ay = min{x,y} e z Vy = max{x,y} é
um reticulado limitado.

Exemplo 2.4 Sejam X um conjunto ndao vazio e P(X) o seu conjunto das partes. Portanto,
temos que X = (P(X),N,U, X,0) é um reticulado limitado.

Exemplo 2.5 Sejam L = (L,A,Vp,11,0r) e M = (M, Apr, Vg, Lo, Onr) reticulados limita-
dos. Para (a,b) e (c,d) elementos do produto L x M definamos as operagioes

(a,b) A (c,d) = (a AL ¢,b Apr d);

(a,b) V (c,d) = (aVLc,bVpd).

Sendo assim, L x M = (Lx M, A, V,(1r,1a1),(01,0nr)) € um reticulado limitado. Vale destacar
que
(x1,22) < (y1,Y2) se e somente se 1 <p Y1 € T2 <up Yo

Exemplo 2.6 Sendo L um reticulado limitado, podemos definir um novo reticulado IL =
(IL,A,V,[1,1],]0,0]) onde IL = {[z,y] | z,y € L e x <1, y} e as operagdes A\ eV sdo dadas por

[z1,91] A [22, 2] = [11 A 22, 91 A Y2
[z1,91] V [22, 2] = [¥1 V 22,91 V yal.

Ainda,
(1, 1] < [z2,y2] © x1 <pz2 ey <L Y2
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O interessante é que as Definigoes 2.1 e 2.2 sao equivalentes. Com efeito, se considerar-
mos o reticulado limitado L como um conjunto parcialmente ordenado, entdo podemos definir
naturalmente as operagoes bindrias:

x Ay =inf{z,y} x Vy =sup{z,y}

V x,y € L. Dessa forma, L = (L, A, V,1,0) é um reticulado limitado no sentido algébrico.
Por outro lado, se L = (L, A, V, 1,0) for um reticulado limitado no sentido algébrico podemos
definir sobre L uma ordem parcial por: V z,y € L x <7, y se e somente se tAy = x (ou zVy = y).
Vejamos agora como definir morfismos de reticulados limitados nos dois sentidos.

Definicao 2.3 Sejam (L,<r1) e (M, <) reticulados limitados. Dizemos que uma aplica¢ao
f: L — M é um homomorfismo (na ordem) de reticulados limitados se preserva ordem e
elementos extremantes, isto é, se para quaisquer x,y € L, tem-se que

1. x<py = f(z) <um fly),

2. u=inf{z,y} e v =sup{z,y} = f(u) = nf{f(2), f(y)} e f(v) =sup{f(2), f(y)}.

Definigao 2.4 Sejam L = (L,Ar,Vr,11,0r) e M = (M, Apr, Var, 1ar, Opr) reticulados limita-
dos. Uma aplicagéo f : L — M ¢€ dita um homomorfismo (algebricamente) de reticulados se
satisfaz as segquintes propriedades:

1. f(xApy) = f(z) Am f(y);
2. f(xVvry) = f(x) Vi f(y);
3. f(0p) =0n e f(1L) = 1nm-

Note que, um homomorfismo de reticulados definido algebricamente é também um homo-
morfismo na ordem. De fato, se f : L — M é um homomorfismo como na Definicao 2.4, desde
que x < y se e somente se z Ay = x, entdao f(x) = f(x Ay) = f(x) A f(y), e dai, f(z) < f(y).

Entretanto, a reciproca nao vale em geral. Se f : L — M é um homomorfismo na ordem,
desde que z Ay < xex Ay <y, segue que f(x Ay) < f(x) e f(xAy) < f(y). Dai, f(x Ay) <
f(z) A f(y) = inf{f(x), f(y)}, contudo, pode acontecer que f(z Ay) # inf{f(x), f(y)}. A
exemplo disso, consideremos os reticulados L e M dados pelos seguintes diagramas de Hasse,
como dados abaixo

L AN
\oy o o
> Y

.\

Figura 1: Diagramas de Hasse para os reticulados L e M
A fungao f : L — M, definida de forma a preservar os extremos e tal que f(x) = u e

f(y) = v, ¢ um homomorfismo de acordo com a Defini¢ao 2.3, mas nao é um homomorfismo de
acordo com a Definicao 2.4, pois nao preserva a operagao A.
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O interessante é que, mesmo nao existindo uma equivaléncia entre as definicdbes de homo-
morfismo dadas acima, a nocao de isomorfismo entre dois reticulados L e M coincide indepen-
dentemente se estivermos considerando-os no sentido da ordem ou algebricamente.

Com efeito, se f : L — M é um isomorfismo (homomorfismo bijetor, cuja inversa é também
um homomorfismo) de reticulados limitados no sentido da ordem, como sabemos que vale a
desigualdade f(z Ay) < f(z) A f(y),V z,y € L e desde que f~! é um homomorfismo, segue:

FH@) AN FW) < FHF@) A W) =2 Ay
Logo, f(z) A f(y) < f(z Ay) e, dal
flxAy) = f(x) A f(y).

Analogamente, verifica-se que f(z Vy) = f(z)V f(y). Portanto, f é um isomorfismo de
acordo com a Definicao 2.4.

Devido a esse fato, optamos, neste trabalho, por definir a ideia de subreticulado via isomor-
fismos de reticulados limitados, visto que, definindo assim, temos a vantagem de poder falar
de subreticulados sem a necessidade de enfatizar se é no sentido da definicao da ordem ou
algebricamente.

Definicao 2.5 Sejam L e M dois reticulados limitados. Uma tmersdo de L em M ¢é um ho-
momorfismo (no sentido algébrico ou na ordem) injetivo f : L — M. Um mergulho de L em
M € uma imersao f tal que L e f(L) sao isomorfos.

Definigao 2.6 Dizemos que o subconjunto N do reticulado limitado M € um subreticulado, se
N € imagem de algum mergulho em M.

Exemplo 2.7 Seja L um reticulado limitado. Consideremos os reticulados limitados L x L e IL
como nos Exemplos 2.5 e 2.6, respectivamente. Logo, IL é naturalmente um como subreticulado
de L x L, pois podemos sempre definir o mergulho i : IL — L x L por i([z,y]) = (z,y) para
todo x,y € L. Portanto, podemos olhar para IL como subreticulado de L x L, mesmo que esses
conjuntos tenham elementos de natureza distinta.

3 Reticulado Completo

Definigao 3.1 Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado (L,<) € um reticulado com-
pleto se para todo subconjunto N de L existirem sup N (supremo de N ) e inf N (infimo de N)
em L. Denotamos sup N e inf N, respectivamente, por \| N e A\ N.

Exemplo 3.1 Os conjuntos I e X como definidos nos Exemplos 2.8 e 2.4, sdo reticulados
completos.

Exemplo 3.2 Todo reticulado limitado finito (com um nimero finito de elementos) é um reti-
culado completo.

Definigao 3.2 Dados dois reticulados completos L e M, dizemos que a funcao f: L — M €
um homorfismo de reticulados completos se, para todo A C L, satisfaz:

1. f(NA) = N{f(a) | a € A};
2. f(VA) =V{f(a) | a € A}.

Note que, a partir das Definigoes 2.6 e 3.1, podemos inferir que se N C L e L é um reticulado
completo, diremos que N é um subreticulado completo de L se para todo subconjunto A de N
os elementos \/ A e /A A pertencem a N.
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4 Extensao de T-normas

Definicao 4.1 Dado um reticulado limitado L, uma operagcdo bindria T : L x L — L ¢ dita
uma t-norma se, para todo x,y,z € L, satisfaz

1. T(l’,y) — T(y,:ﬂ),
2. T(x,T(y,2)) =T(T(x,y), 2);
3. T(x,1) =ux;

4. Sex <y entao T(x,z) <T(y,z), V z€ L.

Dados N um subreticulado do reticulado L e uma t-norma 1T sobre N, serd que é possivel
estender Ty a uma t-norma T em L, tal qual 7|y = Tn? Em outras palavras, como podemos
exibir uma extensao de Ty a L de forma que as propriedades de t-norma sejam preservadas?

Em geral, esse tipo de questao nao possui uma solucao natural. Normalmente, é necesséario
exigir algum tipo de restricao ou propriedade sobre o conjunto ou parte dele. Por exemplo, dada
uma funcao continua f : X — Y, onde X é um subconjunto do espaco topolégico Y, nao é
sempre verdade que f pode ser estendida a F': Y — Y, preservando a continuidade e de forma
que F|x = f, a menos que X seja um conjunto fechado.

Esse tipo de problema também acontece quando tratamos de t-normas. Na maioria dos
casos, dada uma t-norma T sobre N, onde N é um subreticulado do reticulado limitado L, a
extensao falha na preservacao da ordem, como podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 4.1 Sejam N C L wm subreticulado e Ty uma t-norma em N. Definamos T :
L x L — L tal que
TN(IL‘;?/), se (1’,y)€NXN,

z, sey=1p;

y, sex=1p;

0, demais casos.

T('Tvy) =

Logo, temos que T'|ny = Ty, isto €, T é uma extensao de Ty. Contudo, T nao é uma t-norma,
pois o fato de definirmos T(x,y) = 0 para os elementos tais que (r,y) ¢ N X N, © # 1 e
y # 11, faz com que T nao preserve a ordem (item (4) da definicao definigao 4.1).

Entretanto, se considerarmos reticulados completos ao invés de simplesmente reticulados
limitados esse problema pode ser contornado, isto é, se L é um reticulado completo e N C L
um subreticulado completo, dada uma ¢-norma T sobre N, podemos definir naturalmente
T:LxL— L tal que:

— TN(xay)a se ($7y) €N x N;
T(z,y) = { Tn(e(x),0(y)), demais casos;

onde ¢ : L — N ¢é dada por

p(r) =sup{y € N | y <, =} (1)

Note que, mesmo que tenhamos {y € N | y <p x} = 0 o supremo desse comjunto existe,
considerando o relevante fato de supl) = AN. Logo, a fun¢io ¢ estd bem definida, visto
que, como L é reticulado completo e ainda {y € N | y <z x} C N, segue, portanto, que
sup{y € N | y <p 2} € N, isto ¢, p(x) € N.

Assim, podemos afirmar que T é uma ¢-norma sobre L que estende Tx. Com efeito, basta
observarmos que o fato de p(z), ¢(y) € N, para todo z,y € L, nos permite concluir que podemos
calcular Ty sobre o par ordenado (p(z),¢(y)), fazendo com que T herde, naturalmente, as
propriedades de t-norma de Ty. Além disso, é ébvio que T|y = T

De maneira inteiramente andlogo, temos o mesmo resultado definindo uma funcao ¢ : L —
N tal que

— 1191 —



Y(z) =inf{y € N |y > x}. (2)

Mais uma vez temos que inf{ly € N | y >p z} € N, levando em consideracao que N é
completo e ainda {y € N |y > «} C N.
Portanto, T : L x L — L dada por

_ Tn(z,y), se(z,y) € N xN;
T(z,y) = { Tn(Y(x),¥(y)), demais casos.

perfaz uma outra maneira de definirmos uma extensao de uma certa t-norma 7Tn dada sobre o
subreticulado completo N do reticulado completo L.

Observagao 4.1 Sejam L um reticulado, N C L um subreticulado e Ty uma t-norma sobre N.
Suponha que possamos definir uma t-norma T sobre L que estende Ty, isto €, T'|y = Tn. Esse
fato mao nos permite concluir que L € reticulado completo. A exemplo disso, seja L x L = Nx N,
Se N =1L o qual é subreticulado de L x L (como podemos ver no exemplo 2.7) e Ty a t-norma
sobre N definida por Tn([x1,y1], [x2,y2]) = [x1 + x2,y1 + y2|, entdo a t-norma T sobre L x L
dada por T'((z1,y1), (x2,y2)) = (1 + x2,y1 + y2) estende Ty. Entretanto, nem L x L nem N
sao reticulados completos.

Para finalizar, gostariamos de introduzir o conceito de automorfismo com o intuito de apre-
sentar uma propriedade interessante. Como podemos ver em [1], a partir de uma ¢t-norma 7'
sobre um reticulado limitado L, é possivel definir uma outra t-norma 7%, onde p: L — L é um
automorfismo. Mais especificamente,

Definigao 4.2 Seja L um reticulado limitado. Uma funcdo p : L — L € dita ser um au-
tomorfismo se é uma bije¢io que preserva a ordem, isto €, se x < y entio p(x) <p p(y),
z,y € L.

Segue direto da definicao que, os automorfismos sao fungoes estritamente crescente. Ainda,
em [1], Bedregal mostra que todo automorfismo sobre um reticulado limitado L é ainda um
homomorfismo de reticulados.

Proposicao 4.1 Se T € uma t-norma e p um automorfismo, ambos definidos sobre um reticu-
lado limitado L, entdo

T(z,y) = p(T(p~"(x),p~ (1))

define uma t-norma sobre L.
Demonstracao: Veja [1].

Ressaltamos que, a Definicdo 4.2 e suas consequéncias acima citadas permanecem véalidas se
considerarmos reticulados completos ao invés de simplesmente reticulados limitidos.

Assim, sendo N um subreticulado completo do reticulado completo L, T uma t-norma sobre
N e p; : N — N um automorfismo, podemos considerar uma nova t-norma T]’\’,1 sobre N, pela
Proposicao 4.1. Da mesma forma, se T' é uma t-norma sobre L, tem-se que 772 também o serd,
sendo pg : L — L um automorfismo. Assim, o cubo

N x N el N x N
oXp lTN oXp
|
LxL : LxL Ty
|
Y
T N = N
o _- /
. P L
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comuta, onde ¢ é a fungao definida na Equacao (1) (poderiamos também usar a funcado 1, como
definida na Equagao (2) ao invés de ¢). Em outras palavras, em cada face do cubo temos um
quadrado que é comutativo, isto €,

TR o (p1 % p1) = p1 o T
720 (pa x p2) = p2oT;
poT =Ty o (pX )
gpoT”:TK]lo((pX(p);
(p1 X p1)o (o x @)= (p x p)o(p2 X p2);
p1O@ = o p.

A grande vantagem desse cubo ser comutativo é que em teoria de categorias esse fato é

importante para extrairmos propriedades interessantes da categoria (veja [5, 1]).

5

Conclusoes

A ideia de estender t-normas de um subreticulado N C L & uma t-norma sobre o reticulado L,
ainda parece ter sido pouco explorada na literaltura. De fato, ndo encontramos nenhum trabalho
que se reportasse a esse assunto.

Sendo assim, o proximo passo para futuros trabalhos seria tentar enfraquecer a hipétese de L

ser um reticulado completo para ver que tipo de propriedade deveriamos exigir em N de forma
que possamos fazer a requerida extensao.
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