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Resumo: Em algumas dreas da Matemdtica, como na Andlise Numérica, por exemplo, € de
fundamental importancia o comportamento dos zeros dos polinémios algébricos na andlise de al-
gumas questoes. Considerando uma classe de polindmios cujos coeficientes satisfazem algumas
condicdes, estudaremos o comportamento dos zeros desses polinomios na tentativa de encontrar
um contra-exemplo para uma conjectura apresentada por Meneguette [4].
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1 Introducao

O comportamento dos zeros dos polinémios algébricos é uma subdrea classica da Anélise que
possui muitas questoes a serem pesquisadas. Como exemplo, temos a seguinte conjectura, que
¢ um problema que encontra-se em aberto em Meneguette [4]:

n
Conjectura 1.1 Sejam P(z) = Zaizi um polinémio tal que
i=0

O<apy<a1 <...<ap 1 €ap <ap_1,
cujos zeros encontram-se no disco unitdrio, e P'(z) com os coeficientes ordenados. Entdo, os

zeros do polinémio
P(2) = (an +7)2" + an-12""1 + ...+ ao

encontram-se no disco unitario, para todo v > 0.

Até o presente momento, o autor desta conjectura nao obteve respostas a respeito de sua
validade ou nao no caso geral. Botta, Meneguette e Cuminato [1] provaram sua validade no caso
em que o polinémio P(z) é um polinémio reflexivo, ou seja,

a; = an—i, a; >0 (1=0,1,2,...,n)

onde
ag< a1 <...<Ap_1€ an_1 > Qp.

Além disso, Botta [2] mostrou sua validade quando os coeficientes do polinémio P(z) apre-
sentado na conjectura acima satisfazem as seguintes condicoes

apg < a1 < ... << Ap-1 > Gp

pa; < (p—1)aj41, i=0,1,....,n—2, e pap, > (p — 1)an—1,

onde p é um numero inteiro positivo, p > 1.



Na tentativa de buscar um contra-exemplo para a Conjectura 1.1, analisaremos, nesse tra-
balho, uma classe de polinomios cujos coeficientes satisfazem

awlar<a<...<ay

ag =01 = ... = Qm-1 < Ay = 0mpmtl = ... = A1 < A2m = A2m41 = -+ -,
n
ou seja, os coeficientes de P(z) = Zaizl sao iguais e consecutivos a cada m elementos.
i=0

2 Resultados classicos
O primeiro resultado a ser apresentado é o teorema de Enestrom-Kakeya, que determina a

quantidade de zeros de um polinémio no disco unitério.

n
Teorema 2.1 (Enestrom-Kakeya) Seja P(z) = Zaizi um polinomio cujos coeficientes a;,
i=0
1=0,1,...,n, satisfazem
O<ap<a; <...<ap.

Entao, P(z) possui seus zeros em |z| < 1.
O resultado a seguir mostra que se um polindmio tem coeficientes a; sucessivos e iguais a

cada m elementos, entao P(z) tem pelo menos um zero de médulo um. Tal teorema pode ser
encontrado em Marden [3].

n
Teorema 2.2 O polinémio P(z) = Zaizi tal que
i=0

ap<ar <ax<...<ay

ag =a1 = ... = Qm—-1 > Ay = A1 = ... = Ap—1 > A2m = A2m41 = - - .

possui pelo menos um zero de modulo um.

Serao utilizadas também as formulas de Vieta, que determinam relacoes entre os zeros de
um polindémio e seus coeficientes, dadas por

ao
n
21292 ... 2n — (—1) —
Qn
_1a1
2129 ... 2p—1+ ...+ 2923...2p, = (—1)” —
Qn
an-—1
21+zo+...+2, = — ,
Gn
n
onde 21, 22, . .., 2y s80 0s zeros do polinémio P(z) = Zaizl.
i=0
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3 Analise dos resultados

Sejam
Py(z)=ap+tarz+...+ap 12" 4 (@, — N)2", A >0
e
P(z)=ap+a1z+ ...+ apn 12" 4+ ap2"
tal que
apg<ay <az<...<ap
e

apg =01 = ... = 0m—1>Am = Amt1 = ... = A9m—1 > @2m = A2m4+1 = - ...

Como P(z) tem os coeficientes ordenados, pelo Teorema de Enestrom-Kakeya segue que os
zeros de P(z) encontram-se em |z| < 1. Além disso, pelo Teorema 2.2, pelo menos um zero
de P(z) tem moédulo um. Portanto, qualquer perturbacao no coeficiente dominante de P(z)
acarretard uma perturbagao nos zeros de P(z), podendo estes sairem ou entrarem no disco
unitario. Experimentos computacionais nos revelam uma tendéncia dos zeros sairem do disco
unitario. Entao, uma questao que surge é a seguite: serd que esses zeros poderao voltar no disco
unitario dependendo de A? Se for possivel mostrar que isso ocorre, terfamos um contra-exemplo
para a Conjectura 1.1, pois assim mostrarfamos que existe v > 0 tal que os zeros de P,(z)
definido na Conjectura 1.1 poderiam sair do disco unitario, contradizendo a tese da Conjectura
1.1.

Para responder essa questao, consideraremos, primeiramente, o caso em que ag = a1 = ... =
ap. Entao, para A > 0 e tal que a, — A > 0, temos que pelo menos um zero de Py (z) sai do disco
unitario, pois

ap = ap, = ap > ap — A = |ag| > |an, — Al

e, pelas férmulas de Vieta,
|aol

|z1]|22] - - - |2n| = ————= > 1,
lan — Al
onde 21, 29, ..., zp s20 o0s zeros de Py\(z), indicando que pelo menos um zero de Py (z) encontra-se
fora do disco unitario. Observemos que esse caso pode ocorrer se n é par ou impar. Portanto,
se ag = a1 = ... = an, ndo foi possivel encontrar um contra-exemplo para a conjectura.

Analisaremos agoram o caso em que n é impar e m é par. Neste caso, teremos
P(-1)=ap—a1+ay—az+ ...+ ap—1 —a, =0,

ou seja, z = —1 é um zero de P(z).
Além disso,
Py(-1)=P(-1)+A=X>0.

Logo, como Py(z) < 0 para z — —oo e Py(—1) > 0, existe pelo menos um zero real de
Py(z) em (—o0, —1), ou seja, pelo menos um zero encontra-se fora do disco unitrio. Portanto,
com essas condicoes sobre os coeficientes, nao foi possivel encontrar um contra-exemplo para a
Conjectura 1.1.

O caso em que m e n sao impares e n é par serd objeto de estudo para projetos futuros.

Com essas andélises foi possivel mostrar que, mesmo nao sendo possivel encontrar um contra-
exemplo para a Conjectura 1.1, sao cada vez mais fortes as evidéncias de que ela é verdadeira.
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4 Exemplos

Nessa secao apresentaremos quatro exemplos de polinémios cujos coeficientes satisfazem as con-
dicoes apresentadas na se¢ao anterior. No primeiro caso consideraremos um polinoémio de grau
4, onde ag = a1 = ag = a3 = a4 = 1, o segundo exemplo nos traz um polinémio de grau
dcom 1l =a9g = a3 < ap = a3 = 3, e em seguida temos um polindmio de grau 5 onde
1l=ay=a1 < as =a3 =2 < ag = a5 = 3. Nas figuras adiante apresentamos os zeros
de Py(z) para A = 0, 0.2, 0.4, 0.6 e 0.8 através das cores vermelha, lilds, verde, azul e preta,
respectivamente.

Exemplo 4.1 Seja
Pz)=2+ 23+ 224+ 241,

cujos zeros encontram-se em |z| = 1 (representados por pontos vermelhos na figura abaixo). O
polinomio
P(z)=(1 =N+ 23 +22 4241

possui zeros fora do disco, como podemos observar na Figura 1.

Figura 1: Comportamento dos zeros de Py(z) = (1 = Azt + 23+ 22+ 24+ 1, A>0e 1 - A >0.

Exemplo 4.2 Consideremos
P(z) =32 + 322 + 2 + 1,

cujos zeros encontram-se em |z| <1, e
Py(2)=(3-N2>+322+ 2+ 1.

O polinomio Py(z) possui zeros fora do disco (zero real negativo), como podemos observar na
Figura 2.

Figura 2: Comportamento dos zeros de Py(z) = (3 =Nz +322+2+1,A>0e3 -\ > 0.



Exemplo 4.3 Seja
P(z) =325 + 32" + 225 4 22 + 2 + 1,

cujos zeros encontram-se em |z| < 1. O polinémio
Pi(2) = (83— N)2" +321 223 222 + 2+ 1

possui zeros fora do disco (zero real negativo), como podemos observar na Figura 3.

oy ®

Figura 3: Comportamento dos zeros de Py(z) = (3 — \)2° + 324 +222 4+ 222+ 2+ 1, A>0e 3 -\ > 0.

No préximo exemplo temos um polinomio de grau 7 onde 1 = ag = a1 = a3 = az < a4 =
ab = ag = a7y = 2. Na Figura 4 apresentamos os zeros de Py(z) para A = 0, 0.2, ..., 1.8,
representados pelos pontos coloridos.
Exemplo 4.4 Seja

P(2)=22" 425425+ 24 + 23 + 22 4 2 41,
cujos zeros encontram-se em |z| < 1. O polinémio
Py(2)=(2-N2"4+25+25 220 + 23 422 4241

possui zeros fora do disco (zero real negativo), como podemos observar na Figura 4.

Figura 4: Comportamento dos zeros de Py(z) = (2 — X)2" +220 +225 + 224+ 23+ 224+ 2+ 1, A >0e
2—-Xx>0.
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5 Consideracoes finais

Analisamos, nesse trabalho, o comportamento dos zeros do polindémio Py(z) cujos coeficientes
satisfazem as condigOes apresentadas ns Secao 3. No caso em que ag = a1 = ... = ap, pelo
menos um zero de Py(z) encontra-se fora do disco unitario, podendo esse zero ser real ou nao.
Quando n é impar e m é par, foi possivel mostrar que sempre existird um zero real negativo cujo
modulo é maior que um. O caso em que m e n sao impares e n é par serd objeto de estudos
futuros.
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