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Resumo: Descrevemos algumas caracteristicas de um simulador numérico tridimensional em
desenvolvimento para estudar as propriedades fisico-quimicas da dgua durante as inundagoes de
represas hidrelétricas. Utilizamos métodos iterativos para resolver os sistemas lineares esparsos
que surgem a partir da discretizacdo tridimensional de equacoes diferenciais parciais. Buscamos
otimizar o nucleo de cdlculos dos sistemas.

1 Introducao

O nosso trabalho foi desenvolvido no grupo de pesquisa Gesar (Grupo de estudos e simulagoes
ambientais em reservatérios), sediado na UERJ, que possui como principal objetivo o desenvolvi-
mento de um simulador para anélise da qualidade da dgua durante o enchimento de reservatdrios
de hidrelétricas. O simulador utiliza como base um sistema nao linear de equagoes diferenciais
parciais: equacoes de Navier-Stokes e equacoes de transporte de massa, representadas abaixo.

0
p <v + (Vv)v) = —Vp+ pAv + pg

ot
V-v=0 (1)
Oc 1

Estas equagoes sao responsaveis pela descrigao do movimento de um fluido (e de uma massa
respectivamente) onde Re representa o nimero de Reynolds (razao entre as forgas inerciais e as
forgas viscosas do escoamento), Sc¢ = v/D é o nimero de Schmidt (valor que mede a relagao
entre a espessura da camada limite hidrodinamica e a camada limite de difusao de massa), u é a
viscosidade dinamica, v é o vetor velocidade, g a gravidade, p a pressao, ¢ é a concentracao em
massa de uma espécie, S é um termo fonte devido a alguma reacdo quimica e p é uma constante
independente de t.

No tratamento das equagoes (1) utilizamos o método de Galerkin [Quarteroni and Valli, 1994]
de maneira a transformar as equagoes em um sistema de equacoes diferenciais ordindrias. Método
semi-Lagrangiano [Pironneau, 1982] é utilizado para discretiza¢ao temporal. Dai, nosso sistema
toma a seguinte forma matricial discreta:

M(H) + iKvnH —Gp"tt =
At Re
Dv™tt =,
n+1 n
Cr —Cq 1 n+1
MC( At ) + ReScKCC = . (2)

Nas equagoes (2), v e ¢ representam varidveis continuas e discretas. M, K, G e D sao
matrizes oriundas da aproximacao pelo método de Galerkin.
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Nossa simulacao modela em um espaco de trés dimensoes, originado assim um sistema linear
de grande porte e esparso. Dessa forma, métodos diretos se tornam proibitivos em virtude do
custo computacional. Utilizamos para esta situagao métodos iterativos.

As duas primeiras equagoes de (2) geram um sistema linear do tipo:

FRIRHEHE g

sendo B = (ﬁM + ﬁK ) € R™ "™ uma matriz simétrica e definida positiva, as demais matrizes
G,DT € R™™. No lado direito temos os vetores b} = by + A%M vl e ba. A terceira equagao em
(2) produz um sistema linear de resolucao facil, que ndo abordamos no nosso trabalho.

1.1 Nucleo de calculos intensivos

Consideramos ntcleos de calculos intensivos de um sistema linear esparso as operagoes com-
putacionais em matrizes cujas entradas, em sua grande maioria, é composta por elementos nulos.
O principal nicleo de célculo de um sistema esparso que focamos no nosso trabalho é a operacao
de multiplicacao matriz esparsa-vetor, também conhecida como SpMV (sparse matrix-vector).

Na utilizacdo dos métodos iterativos para solucao dos sistemas lineares provenientes da
equacao 3 encontramos as operacoes SpMV nos algoritmos dos métodos que utilizamos: Gradi-
ente Conjugado [Hestenes and Stiefel, 1952] e GMRes [Saad and Schultz, 1986].

2 Estrutura de dados

Procuramos otimizar o desempenho da operagao de multiplicacao matriz esparsa-vetor e, ao
trabalharmos com matrizes esparsas, precisamos de uma estrutura de dados adequada com a
finalidade de evitar o armazenamento explicito de elementos nulos desnecessariamente. Uma
estrutura de dados em bloco também se torna interessante pois podemos manter blocos em nivel
rapido de memoéria durante a realizacao da operagao SpMV.

2.1 Hierarquia de memoria

Alteragoes nas estruturas de dados e nos c6digos podem prover uma melhoria na performance.
A memoria do computador esté diretamente ligada a essa melhoria. Essa memoéria possui um
hierarquizagao com diferentes niveis, que vao desde o nivel rdpido, caro e pequeno até o nivel
lento, barato e grande. Os registradores compdem a memoria mais rapida. E nos registradores
que ocorrem as operagoes aritméticas e logicas. Os dados que estao armazenados em um nivel
de hierarquia podem se mover para niveis adjacentes. A velocidade desses movimentos é mais
rapida perto do topo da hierarquia e mais lenta perto da base da hierarquia.

Um dos principais obstaculos para se ter bom desempenho é a velocidade de meméria: ler ou
escrever dados da memoria requer mais tempo do que realizar uma operagao de ponto flutuante.
Fato conhecido como engarrafamento de tamanho de banda de memoria (memory bandwidth
bottleneck). Ou seja, uma aplicagdo pode ter um gasto maior de tempo devido & espera dos
dados [van der Pas, 2002].

Consideraremos a operagao SpMV como sendo y «— y + Az, onde A é uma matriz esparsa
de ordem m x n com k elementos nao-nulos e x e y vetores densos. Em notacao de Einstein, a
operacao SpMYV fica

Yi — Y + ai;xj, Vai; #0, (4)

com A = (ajj)mxn- Neste tipo de operacao cada elemento a;; é lido uma tnica vez. Se os vetores
x e y podem ser armazenados totalmente em um nivel de memoria rapida, entdao o tempo de
execucao da operacao SpMYV fica diretamente dependente do tempo gasto ao se movimentar os
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elementos de A entre niveis de memoéria. O 6nus ao se realizar a operacao (2 flops por cada
elemento da matriz) é insignificante em comparacao ao custo de leitura, em nivel de memdria,
da matriz A. Dali, o cuidado que devemos ter ao se armazenar uma matriz.

2.2 Formatos esparsos

Existem varias estruturas de dados para armazenar matrizes esparsas. Em nossos testes,
utilizamos praticamente dois formatos de armazenamento de matrizes esparsas, que detalhamos
a seguir.

O formato CSR (compressed sparse row) consiste em armazenar contiguamente cada linha
da matriz, possibilitando assim o acesso direto a cada linha. CSR utiliza trés vetores: wval -
armazena os valores dos elementos nao nulos, ind - armazena os indices de coluna de cada
elemento e pir - indica o inicio de cada linha. O vetor ptr possui m + 1 elementos, sendo que o
dltimo elemento aponta para a proxima posicao vazia em val e ind.

Na implementacao de SpMV, utilizando matriz no formato CSR, ocorre um problema de
indirecao, grifado em vermelho na notagao abaixo.

yli] < y[i] +val[l] - z[ind|l]] (5)

A reutilizacdo dos elementos de y pode ocorrer durante a realizacdo do loop interno na
operagao de multiplicacao, tendo a principio o y armazenado no registrador durante a execucao
do loop.

O formato BCSR (block compressed sparse row) pode ser visto como o formato CSR em
bloco. Este formato é bastante utilizado para explorar a estrutura natural de blocos densos de
uma matriz esparsa, tipico de matrizes originarias do método de elementos finitos. BCSR divide
a matriz em varias submatrizes densas de tamanho rxc. Os valores de A sao armazenados em um
vetor val de K, - r - ¢ elementos, onde K. representa o niimero de blocos nao nulos. Os blocos
sao armazenados consecutivamente por linha e cada bloco é armazenado em algum formato
denso. Nesse formato, cada bloco é tratado como um bloco denso, necessitando, em alguns
casos, preenchimento explicito de zeros. Em BCSR os blocos nao sao tunicos. As bibliotecas de
algebra linear possuem convengoes distintas para selecionar os blocos, como em [Im et al., 2004]
e [Saad, 1990].

3 Blocagem de matrizes

Procuramos otimizar o desempenho da operagao SpMV trabalhando com matrizes armazena-
das em estruturas de blocos. Dessa forma podemos aproveitar a reutilizagao de dados, isto é,
manter blocos de matrizes em meméria alta, durante a realizacao do loop interno no processa-
mento da multiplicagao. Utilizando linguagem de programacao C, os contetidos dos registradores
podem ser controlados diretamente pelo programa e, dessa forma pode ser escolhido um conjunto
de valores para ser armazenado nos registradores.

Para realizarmos a operacao SpMV, y «— y+ Az, com blocagem no registrador, armazenamos
a matriz A no formato BCSR. O formato BCSR explora a presenga natural de blocos densos na
matriz reorganizando a estrutura de dados em uma sequéncia de pequenos blocos densos (blocos
pequenos, o necessario, para caberem em registradores). O desenvolvimento de SpMV ocorre
bloco a bloco. Para cada bloco, podemos reutilizar os correspondentes ¢ elementos do vetor x e
os 7 elementos do vetor y mantendo-os em registradores.

O formato BCSR armazena uma quantidade menor de indices de coluna do que o formato
CSR, um indice por bloco, ao invés de um indice por elemento nao nulo. Dessa forma, temos o
trafego de memoria reduzido em virtude da reducao de custo de armazenamento. Entretanto, ao
se fixar o tamanho do bloco em uma determinada matriz, pode-se necessitar de preenchimento
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explicito de elementos nulos em cada bloco armazenado. Enfim, um armazenamento extra de
zeros além de cdlculos extras com esses zeros.

A principal vantagem de blocar as matrizes através da forma blocagem no registrador é
a diminuicao de triafego de dados entre registradores e memoria, fato que pode levar a um
aumento substancial da velocidade de processamento, como veremos em nossos testes. Podemos
citar como desvantagem, o custo obtido ao se converter a matriz para o formato em bloco.

4 Otimizacao da multiplicagcao matriz esparsa-vetor

Nesta se¢ao mostramos um modelo de selecdo de bloco, com a finalidade de melhorar a perfor-
mance da operacao de multiplicagdo matriz esparsa-vetor, baseado no trabalho de [Im et al., 2004]
e [Vuduc et al., 2005].

O modelo para a escolha do tamanho de bloco de uma determinada matriz em uma determi-
nada maquina é baseado, em grande parte, na informacao de perfil para a determinada maquina.
Os componentes basicos do modelo sao: 1- uma aproximacao da taxa de operagdes de ponto
flutuante (em Mflops - 10° flops) de uma matriz com um determinado tamanho de bloco e 2-
uma aproximacao para a quantidade de célculos, desnecessérios, que serao realizados devido ao
preenchimento explicito de zeros ao transformar a matriz em uma estrutura de blocos.

O primeiro item pode ser determinado ao se registrar a performance da matriz em bloco
em cada maquina de interesse. Utiliza-se, como medida para essa taxa, a performance de uma
matriz densa armazenada em formato esparso em bloco.

O segundo item requer informagao a respeito dos elementos nao nulos da matriz. Entretanto
nao é realizada a construcao e medicao da performance da matriz armazenando-a em cada
tamanho de bloco possivel. Isto seria muito caro, isto é, elevariamos o tempo de execucao.
Para se calcular o nimero exatos de zeros preenchidos, deve ser feita uma varredura sobre toda
a estrutura de dados. Ao invés disso, utiliza-se uma estimativa ao se realizar uma pequena e
rapida varredura sobre somente uma parte da matriz.

Para estimar a performance de uma matriz em blocos, utiliza-se uma matriz densa em
formato esparso com o tamanho de bloco determinado. Como esta estimativa requer uma
quantidade significante de computacao ao ser realizada para todos os tamanhos de bloco (dentro
de um limite), logo ela é realizada apenas uma vez por cada méquina e nao por cada matriz.
Dessa forma definimos como Perfil de performance o conjunto de valores de performance (em
Mflops) ao executar a operagdo SpMV com uma matriz densa armazenada em formato esparso
em blocos, sendo os blocos de tamanho r X ¢, com r=1,...,rpez € c=1,..., Cnaz. Denotamos
como perfil de performance: P,.(denso).

Mostramos na figura (1) os resultados coletados no perfil de performance da maquina (2.2GHz
AMD Athlon 64x2 e 3.0GHz Intel Pentium 4, respectivamente), utilizando formato BCSR. Cada
quadrado, na figura, representa um bloco de tamanho r X ¢. Em cada bloco temos o percentual
de performance da operacao SpMV em relagdo ao resultado do bloco 1 x 1, pois este bloco
representa o formato CSR, ou seja, uma matriz armazenada sem estrutura de bloco.

Para termos uma aproximacao do cédlculo desnecessario, estimamos a quantidade de zeros
que foi adicionada & estrutura de dados. Definimos como Taza de preenchimento (fy.) a razao
entre o nimero de valores armazenados (incluindo os zeros explicitos) e o nimero de elementos
nao nulos da matriz original.

A tazxa de preenchimento ocorre em funcao do tamanho r x ¢ do bloco. Como, na operacao
SpMV, o nimero de operacoes de ponto flutuante é proporcional ao nimero de elementos ar-
magzenados, essa taxa pode ser vista como uma estimativa do custo computacional.

Para simplificar notagao, denotamos K. como sendo a quantidade de blocos de tamanho r x ¢
requeridos para converter a matriz A, de ordem m X n com k elementos nao nulos, inicialmente
armazenada no formato CSR, para o formato BCSR.

Cada bloco de tamanho r X ¢ possui r-c elementos. Logo, a quantidade de valores armazenados
é igual a quantidade de blocos (K.) multiplicada por r - c. Dai, a taza de preenchimento pode
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& BCSR perfil [ref=427 9 Mflopfs; 2.2 GHz AMD athlon 6412, goc] A BC SR perfil ef=575.1 Mflop/s; 3.0 GHz Intel Pentiumd, gce]
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Figura 1: Perfil de performance da operagao A - x nas maquinas 2.2GHz AMD Athlon 64x2 e
3.0GHz Intel Pentium 4.

ser equacionada como fr. = % Consequentemente, f,. > 1.

4.1 Modelo para selecao de bloco

Detalhamos neste tépico o modelo, adotado em nossos testes, para sele¢ao do tamanho de bloco
de uma matriz esparsa em tempo real. O modelo é uma heuristica proposta por [Im et al., 2004]
e [Vuduc et al., 2005]. As etapas da heuristica sdo:1- computar, uma tunica vez por maquina
utilizada, o perfil de performance; 2- quando a matriz A é conhecida em tempo real, calcular
estimativa da taxa de preenchimento para todos r e ¢, tais que 1 < r < rpar €1 < ¢ < Cax ©
3- escolher r e ¢ que maximizam a estimativa de perfil de performance.

Definimos como estimativa da taza de preenchimento uma porcentagem o da taxa de pre-
enchimento, sendo o um parametro selecionado pelo usudrio (variando de 0 a 1) que indica a
acuracia da taxa estimada. Denotamos esta estimativa como fTC(A, o). O parametro o indica
uma porcentagem com a qual o programa efetua uma varredura na matriz. Por exemplo: se
o = 0,1 entao serd feita uma varredura em 10% da matriz.

Definimos como estimativa de perfil de performance a razao entre o perfil de performance e a
estimativa da taxa de preenchimento. Denotamos esta estimativa como PTC(A, o). Logo, temos
PTC(A,O') = e Esta equacdo, além de encontrar o melhor tamanho de bloco, também

- Jre(Ay0)
pode listar otimais tamanhos de blocos.

5 Resultados numéricos

As matrizes utilizadas em nossos testes foram recolhidas do repositério [Davis, 1999]. Na
tabela 1, listamos algumas das matrizes utilizadas, informando dimensao e nimero de elementos
nao nulos de cada matriz.

Efetuamos operagoes de multiplicagdo matriz esparsa-vetor (SpMV) utilizando 2 colegoes
distintas: OSKI (Optimized Sparse Kernel Interface) [Vuduc et al., 2005] - uma colecao de
codigos na linguagem C que promove otimizacao de nucleos esparsos de algebra linear, através
de heuristica detalhada anteriormente; e MKL (Intel Math Kernel Library) [Intel, 2007] - colecao
de rotinas e funcoes em Fortran e C' que realizam uma variedade de operagoes com vetores e
matrizes. Utilizamos em MKL rotinas do BLAS [BLAST Forum, 2001] para matrizes esparsas
(Sparse BLAS), sem estruturas em blocos.

Utilizando as matrizes selecionadas efetuamos (com a méquina Intel Core 2 Duo T7500
2200MHz) em cada uma das colegoes citadas acima, a operacao de multiplicagdo matriz-vetor
(SpMV) executadas 500 vezes em cada caso (utilizamos essa quantidade de operagdes para uma
melhor comparacao de tempo com os dados obtidos). Relatamos na tabela 1 (parte a direita da
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Nimero | Matriz | Dimensao | Nao-nulos || OSKI | MKL | Razdo (MKL/OSKI) |

1 3010000 9661 306356 || 4,2e-01 | 7,9¢-01 1,88
2 e40r0000 | 17281 553956 || 8,17e-01 | 1,47 1,80
3 venkatOl | 62424 1717792 2,13 5,28 2,48
1 besstk16 4884 147631 1,2e-01 | 3,7e-01 3,08
5 besstk3s | 30237 740200 || 9,0e-01 | 2,19 2,43
6 besstk36 | 23052 583096 75e-01 | 1,66 2,21
7 gyTO 17361 510260 || 4,7e-01 | 1,37 2,01
8 nemeth26 | 9506 760633 9,0e-01 | 2,02 2,24
9 af23560 23560 484256 6,1e-01 | 1,20 1,97
10 ct20stif 52329 1375396 2,14 4,21 1,97

Tabela 1: Na tabela & esquerda temos a descricao das matrizes utilizadas. Na tabela a direita
temos os tempos (em segundos) da operagao SpMV utilizando as cole¢oes OSKI e MKL

tabela) os tempos (em segundos) de execucao da operagao de multiplicacdo para cada matriz.
Nesta tabela, a tltima coluna representa a relacao do tempo em MKL em comparacao ao OSKI.
Realizamos uma comparagao do tempo processado desde o inicio da heuristica de otimizacao
em blocos até o final de uma certa quantidade de operagoes SpMV (no loop interno) e do tempo
processado na mesma quantidade de operagoes SpMV sem utilizar a heuristica de otimizacao.
Essa comparacao foi realizada no mesmo cédigo. Mostramos, no gréafico 2 esta comparagdao com
a matriz 9. Registramos os dados comparativos no grafico . Empregamos uma funcgao, baseada
em série de Fourier, para ajuste de curva que se aproxima dos pontos provenientes dos testes.
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ita : i ] ;
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Figura 2: Comparagao realizada com a matriz 9. A curva azul mostra o desempenho da operagao
SpMV sem otimizagao e a curva vermelha mostra a operagao com otimizagao. O eixo horizon-
tal representa a quantidade de multiplicagoes realizadas e o eixo vertical representa o tempo
verificado (em segundos).

5.1 Conclusoes

Constatamos que o tempo de processamento da operacao SpMYV se torna menor ao se trabalhar
com matrizes em bloco. O tempo verificado (tabela 1), otimizado com matrizes em bloco, variou,
em nossos testes, em um intervalo que vai de 44% (matriz 2) até 75% menor (matriz 14) do que
o tempo verificado ao utilizar a cole¢ao [Intel, 2007], que nao utiliza estrutura em blocos.

Nao podemos deixar de discutir o custo da otimizacao, ou seja, o custo de execucao da
heuristica e da conversao da matriz para estrutura de dados em bloco. Com as matrizes utilizadas

— 202 —



verificamos que o custo da otimizagdo nao é superior a 10 vezes o tempo de execucao, sem
otimizagao, da operacao SpMV.

O custo maior da otimizagao é dominado pela conversao da estrutura de dados da matriz,
mudanca da estrutura para uma formato em bloco. Fizemos a mudanca da taxa sigma (o da
taxa de preenchimento estimada) que determina a fracdo da matriz a ser verificada para se ter
a estimativa da quantidade de zeros (elementos nulos) a ser armazenada explicitamente ao se
converter a matriz (blocar a matriz). A variacdo de tempo registrada em todos os casos se
mostrou muito pequena.

Vimos nos nossos testes que a vantagem de otimizar a operagao de multiplicacao pode so-
mente ocorrer quando efetuamos a operagao SpMV com a mesma matriz por uma quantidade
relativamente grande. Como constatado na figura 2, essa quantidade pode ultrapassar a faixa de
500 produtos. Esses casos nos mostram que a dimensao da matriz e sua utilizagao determinara
o uso da heuristica. Em alguns métodos numeéricos, como o Gradiente Conjugado, que mantém
a estrutura da matriz a cada iteracado, a heuristica pode ter uma utilidade eficaz.
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