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Resumo: Em problemas de otimizacdo multiobjetivo temos o objetivo definido por k funcoes,
onde as fungdes componentes do objetivo sdo conflitantes entre si. O conjunto solugdo do pro-
blemas de otimizacdo multiobjetivo € desprovido de relacdo de ordem entre seus elementos, o
que dificulta a determinacdo de uma solugcao desejavel. Uma alternativa para se determinar
uma melhor solugao € o uso de taxas trade-off as quais expressam a real quantidade de ganho e
perda quando mudamos de uma solucao para outra. Os multiplicadores de Karush-Kunh-Tucker
podem ser interpretados como taxas trade-off. Nesse trabalho estudamos uma metodologia para
tomada de decisoes em problemas de otimizagdo multiobjetivo de acordo com [1].
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1 Introducao

Definimos o problema o problema de otimizacao multiobjetivo.

Problema 1 (POM) g/gjzz’;@zsr ;fle(?’f]é?’m’fk(x))’

onde S é denominado conjunto vidavel do problema.
Consideremos o seguinte exemplo [3] de POM.

minimizar  ((v1 — 3)% + (z2 — 2)%, 21 + 29, 71 + 272)
Exemplo 1 sujeito a —x1 <0
—x2 S 0.

Abaixo definimos o conjunto solugdo do POM.

Definicao 1 (Pareto 6timo) z* € solugdo Pareto étimo do POM se nao existe outro x € S
tal que fi(x) < fi(x*) para todo i =1,...,k e fi(z) < fi(x*) para no minimo um indice i.

Definicao 2 (Pareto 6timo fraco) x* € S € Pareto dtimo fraco se ndao existe outro x € S tal
que fi(z) < fi(z*) para todo i =1,... k.

Defini¢ao 3 (Pareto 6timo préprio) x* € S é Pareto étimo proprio se ele é Pareto étimo
e se existe um M > 0 tal que para cada f; e cada x € S satisfazendo fi(z) < fi(x*), existe no
minimo um f; tal que f;(z) > f;(z*) e

fi(z*) = fi(z)
fi(x) — fi(z*)

para todo i,j = 1,...,k e i # j. Uma solucao que nao é Pareto étimo prdprio é denominada
solucao Pareto otimo improprio.

<M
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Em problemas de otimizacao escalar, ndao ha, em geral, solugoes globais, e a condigao usual
para a existéncia de tais solucoes é a convexidade. Em otimizacao multiobjetivo temos situacao
semelhante. Podemos ainda caracterizar a solugdo do POM localmente em uma vizinhanca
B(z*,r),r > 0,2* € S*, onde S* é o conjunto Pareto étimo.

Teorema 1 . Se 0 POM é convezxo entdo toda solu¢do de Pareto dtimo local é também Pareto
otimo global.

Prova 1 Para prova veja teorema 2.2.3 em [2].

c.q.d

2 Meétodo e-restrigao

Em otimizacao multiobjetivo se utiliza métodos de escalarizacao durante o processo solucao.
Através de métodos de escalarizacao se transforma o POM em um problema de otimizacao
escalar, o qual possui métodos de resolucao bem desenvolvidos. Utilizaremos o método e-
restricao(Pe) para resolver o POM.

No método e-restricao um componente do vetor objetivo é selecionado para ser otimizado e
todos os outros componentes objetivos sao convertidos em restricoes com a determinacao de um
limite superior para cada um deles. Temos que o POM transforma-se no seguinte problema,

Minimizar  fi(z),
Problema 2 (Pe) Sujeito a  fj(x) <€, je{l,....k},j#I,
reSCR™
ondel € {1,....k}, Sile) ={z €S| fij(x) <¢j, ) #}ecce={(ea,...,ex)T €R¥|S(e) #0}.

Para x ser vidvel ao problema Pe € necessdrio que x € S N Si(e)

Transformando o problema do exemplo 1 podemos ter o seguinte Pe,

minimizar (x1 — 3)% + (12 — 2)?
sujeito a 1+ 12 < €2
Exemplo 2 [Pi(e)] 1+ 222 < €3
—x1 < 0
—x9 <0

Graficamente temos que a funcdo objetivo do Pj(e) define um circulo de centro no ponto
(3,2). Resolver esse problema é equivalente a se encontra um ponto vidvel o mais préximo do
ponto (3,2). De acordo com regido viavel determinada pelos limitantes €3 e €3 tem-se que z* é
uma solugao do exemplo 2.

Observe que o conjunto Pareto 6timo é determinado por pontos no interior e na fronteira do
triangulo definido pelos pontos extremos (1,0),(2,0) e (3,2) e o segmento entre (0,0) e (1,0).

Em [1] e [2] podemos encontrar a caracterizagdo da relacao entre as solugoes do Pe e as
solucoes Pareto do problema de otimizacao multiobjetivo através de teoremas.

Uma grande dificuldade na formulacao do Pe é a determinagao do e. Uma alternativa para
determinacao de € adequado é o uso do conceito de solugao utépica.

k% *k

Definigao 4 (Solugao utépica) Uma solugdo utopica f** = (fi*, f5*,..., fi*) do POM é
definida como ‘
= fi@™), i=1,...,k
onde, .
™ = arg minges fi(x)
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Figura 1: Gréfico do P (e)

E necessério encontrar valores adequados a inicializagao do vetor € = (e, ..., €x). Resolvendo
os k problemas mono-objetivos podemos obter valores 6timos individuais para cada objetivo
fi, i=1,...,k, os quais compoem o objetivo f** correspondente & solucao utopica do problema.

Paralelamente quando f; estd no seu 6timo individual podemos determinar os piores valores
atingidos por cada objetivo fj,j = 1,...,k, j # i, formando o vetor fO = (f1, f2,..., fx)-

Em cada Pe os limites ¢; das restrigoes referente a f;, ¢ = 1,...,k sdo determinados através
de um gerador de niameros aleatorios com distribuig¢ao de probabilidades uniforme atendendo a
restricio f** <e < fO.

A geragao dos €; nao é tarefa facil, pois o ponto obtido pode nao ser Pareto 6timo assim
como os valores de €¢; podem tornar o problema invidvel.

3 Taxas trade-off e os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker

Definicao 5 . Sejam 2°

e f(z*) = (fi(a*),..., fr(x*)) . Taza trade-off entre 2° e z* envolvendo os objetivos f; e fj €
definida como

fi(a®) — fi(z*)

fi(a0) = fi(a*)

T%j(.%'o, .%'*) =

onde f;(a%) # f(a*).

E possivel estender a definicio 5 de trade-off para o caso onde fj(@°) = f;(z*), para maiores
detalhes veja por exemplo [1].

Definigdo 6 . Tj;(2°,2*) ¢é chamada trade-off parcial envolvendo f; e f; entre 20 e x* se

fi(z®) = fi(x*) para todo 1 = 1,...,k el # j,i. Quando fi(z°) # fi(z*) para no minimo um
Le{l,...,k}, T;;(z°, %) é chamada trade-off total envolvendo fi e f; entre 2° e x*.

Definicao 7 . Dado x* € 5*. Suponha que exista wma direcao vidvel d. Se o limite
tiyla’d) =l Ty (o +ad, o)

— lim fz (1'* + ad) — fz(:c*)
a\,0 fj (l‘* + Odd) — fj (.Z'*)

existe, denominamos t;;(z*,d) taza trade-off em x* na dire¢do d envolvendo os objetivos f; e f;.
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Se f; e f; sGo ambas de classe C1 em x* temos,

. Vi Ty
tij(x ,d):vj:j((z*))yud

Também € possivel estender a definigao 7 de trade-off para o caso onde f;(z* +ad) = f;(z*),
para maiores detalhes veja por exemplo [1].

O conceito chave entre os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker A} ; € taxa trade-off entre
fr e fj em z* € S* é a interpretacao da sensibilidade entre os multiplicadores. Para detalhes
veja Teorema da Sensibilidade ([4] e [3]).

Teorema 2 . Suponha que x* resolve Pe para algum €* € &, com
1. z* sendo um ponto reqular com respeito as restri¢oes ativas do Pe,
2. as condi¢des suficientes de seqgunda-ordem satisfeitas em x*, e

3. todas as restri¢cdes ativas em x* nao-degeneradas.

Assuma sem perda de generalidade que )\zj > 0 para todo j =1,...,p e )\}';j = 0 para todo
j=p+1,....,k—1. Entdo,
a). Se €; = fj(z*) para todo j = 1,...,k — 1, entdo existe uma vizinhanca B(z*;r) de z*,

r >0 e uma funcdo T(.) : RF=1 — R™ de classe C definida em alguma vizinhanca B(e*; R) C
RE=L de €*, R > 0 tal que
S*NB(z*;r) CZ(B(e";R)) C S* (1)

onde S* € o conjunto Pareto dtimo no espago decisao.
b). Suponha p =k —1 e B(x*;r) sao obtidos como em a). Sejam

Zi = A{(fro - SN = fi@), =1k, x € SN B(*ir)}

Zi i ={(fro s o) fi = fi(x), j=1,...,k—1, z € S*N B(a*;7)}.

Entdo existe uma funcdo f, de classe C1 definida em Z;_, tal que para cada

(fl)"'?fk)T € Z*a fk; :?k(fla"wfk—l)T‘

Além disso .
SRR, i) = =X, 2
para cada j =1,.... k—1.
c). Sejal <p<k-1, onde Z; = {(f1,.... fu)"|fj = fi(z), j=1,....k, z € T(B(e*; R))}.
Entao existem funcgées de classe C*, fpﬂ,...,fk_l e fi definidas em B(e*; R) tais que para
cada (f1,..., fr)¥ € ZF temos,

7]' :7j(f17'"afP?E;;-‘rl?"'?EZ—l)’ para todo j =p+1,... k.

Além disso para cada i =1,...,p temos
ofy|  _ . _ VhG)Td]
Of; le=cr MV ()T dy
o g g o OT(eY) . ,
onde d* é a direcdo . Também temos que para cada j =p+1,....k—1,
€
of; 7 OF(€)
— * 3
Ofy le=ex V/i(@") e 3)



Prova 2 . Para prova veja teorema 4.30 em [3].
c.q.d
Aplicando o teorema 2 ao exemplo 2.

Exemplo 3 Considere o problema Pj(€) do exemplo 2 onde € = (€2,€3). Seja ea = 2,5 e €3 = 3.
O ponto 2° = (2;0,5) € solu¢do do problema, jd que z° € um ponto regular, os gradientes das
restricoes ativas Vfa(z%) = (1,1)T e Vf3(z%) = (1,2)T sdo linearmente independentes e as
condigoes de Karush-Kuhn-Tucker sao satisfeitas(Figura 2).

Em particular,

V(20 + X0V fo(29) + A,V £3(20) = 0

o que implica que Ay =1 e A3 = 1.
Para este exemplo temos a sequinte fung¢do lagrangeana,

L(ZE, )\,/L) = (.’El — 3)2 =+ (xg — 2)2 + )\12((15'1 + X9 — 62) + )\13(5[71 + 2x9 — 63) — W1T1 — U2T2.
Calculando gradiente e hessiana,

VL(z, A\ p) = (2(z1 — 3) + M2 + A3 — p2, 2(x2 — 2) + A2 + 2A13 — p2),

H(m,)\,p):[g g}

No ponto 2° = (2;0,5) temos que VL(z" X\, 1) = (0,0) e H(z%, \, ) € definida positiva.

Figura 2: P;(2,5;3)

E posstvel obter vdrios valores para ¢ = (e1,€e2) de forma que ainda assim consequimos
solugdes Pareto 6timo para Pi(e). Temos que para B(e’; R) onde R > 0, existe uma funcdo
7 : B("; R) — R* definida pela regra: para cada € € B(e; R), € resolve Py () (Teorema 2).

— (0
0z (e”) o dd 0z (e )
Oeg Oes

Apds encontrar essa vizinhanga calculamos T(e€), d9 =
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Figura 3: P;(2,51;3)

Para algum ¢ € B(e%; R), a solugdo tnica de Py(e) é sempre um ponto na intersecdo das
duas restricoes, fa(x) < ea e f3(x) < e3(Figura 2). Assim para algum e € B(e; R), temos que
Z(e) é dado por,

fo(x) = x1 + 22 = €2, f3(x) = a1 + 229 = €3. (4)

Calculando Z(€) usando 4,

7(e) = [““) } - [ 20— 3 ] (5)

Ta(€)
Calculando d9 e d3(Figura 2) derivando 5,

a-50-[3) 0507

Em seguida examinamos fi(f2, f3). Para todo ¢ € B(e®) as desigualdades fo < €3 e f3 < €3
sdo sempre ativas na solu¢do étima T(e) de Pi(€). Para cada € € B(e%; R) no caso de Py(€9,€3),

A@) = [ =) =3)" + [(§ =) =3]", falfo f5) = [(2F2 = f3) = 3" + [(fs = f2) = 3"

Seque que,
Ofia?) _ 212fa— f3—=3)2=2(fs— fa—2) = =1 = =X,
df2
e
0fia?) _ —2(2fa — f3=3) —2(fs — fa—2) = —1 = —\{s
Ofs

O resultado acima possibilita mudarmos de ponto ao invés de ficar com o ponto x°. Podemos
decidir, por exemplo, permanecer no nivel de fs e alterar o nivel de fo, por exemplo, aumentar
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f2 por no mdximo dea, onde 0 < des < 1. De acordo com essa decisao a melhor alternativa seria

2! = T(ea + dea, €3), onde

fz(.%'l) = 68 + (562f3(l’1) = Eg.

fil@h) = [2£2(2") = f3(2) — 3}2 + [f3(2°) = fo(2") — 2}2 ~ f1(z°) + Mades

Movendo de z° para z* ocorre um movimento na direcio d3 no espaco decisio(Figura 2).

Por exemplo, se dea = 0,01, a nova solugao Pareto étimo é (Figura 3),

i) | _[283—€3] [ 202
ESINE & iR
com fo(x!) = 2,51, f3(z')=3e
Fi(2%) = [2f2(a?) = f3(2?) = 3]" + [fs(2?) — fa(a?) —2)" = 3,2405

Assim a mudanca de f1(x°) = 3,25 para fi(x') = 3,2405 a qual € igual a fi(x') — fi(20) =
—0,0095 unidades é dada por —\{,6ea =~ —0,01 unidades, justificando o uso de —\{y como uma

taza trade-off aproximada em x°.

4 Conclusao

Em virtude do que foi mencionado é possivel se resolver problemas de otimizacao multiobjetivo
através de métodos de otimizacao escalar, por exemplo o método Pe. Apds resolver o problema
utiliza-se informacoes trade-off para decidir qual a melhor solugao Pareto 6timo.

Percebe-se que os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker, ferramentas matematicas de
grande utilidade em otimizagao sao utilizados nesse processo. Através da andlise desses multi-
plicadores se chega a uma solugao desejavel . Os multiplicadores podem ser interpretados como
taxas, as quais determinam o ganho em uma determinada varidavel objetivo com uma perda em
outra, enquanto as outras permanecem inalteradas. Os multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker
sao interpretados nesse caso como informacoes trade-off.
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