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Resumo: Neste trabalho propoe-se um modelo matemdtico para descrever a dinamica da trans-
missao da Tuberculose (TB) para avaliar o impacto da vacina génica como estratégia de controle
ou erradicacdo da doenca.
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1 Introducao

A Tuberculose (TB) é uma doenga cronica, infecto-contagiosa, causada pelo Mycobacterium
tuberculosis (MTB) e representa um grande problema em Saidde Publica em todo o mundo.
Segundo a Organizagdo Mundial de Saide (OMS) a TB é a principal causa de mortalidade por
doenca infecciosa sendo responsavel pela morte de mais de 2 milhoes de pessoas anualmente
(World Health Organization (WHO), 2007).

De acordo com o relatério de Controle Global da Tuberculose 2009, apresentado no 3° Férum
Stop TB, 22 paises concentravam 80% dos casos de tuberculose no mundo em 2007. Nos ultimos
trés anos o Brasil, que passou da 142 para 16* posicao no ranking, registrou aproximadamente 75
mil casos novos, com uma média de 48 casos por 100 mil habitantes e 4500 mortes pela doenca
[2].

O contagio pode ocorrer por via aérea, pela inalacdao do bacilo devido a um espirro ou tosse
de pessoas que possuam a doenca. Também sao possiveis outras vias de transmissao como a
digestiva e cutanea, mas sao raras. Os principais sintomas sao tosse, que em geral persiste
por mais de 15 dias, febre mais frequente ao entardecer, suores noturnos, falta de apetite,
emagrecimento e cansaco facil.

Apos a transmissao do MTB por via inalatéria, quatro situacées podem ocorrer: a elim-
inacao do bacilo pelas defesas do hospedeiro, o desenvolvimento de uma infeccao latente (primo-
infecgao), o desenvolvimento progressivo da tuberculose (tuberculose primaria), a ativagao da
doenga anos depois (reativagdo endégena ou tuberculose pés-primaria) [4].

Dos individuos que tiveram contato com o bacilo aproximadamente 10% sao infectados pelo
MTB sendo que 5% desses desenvolvem a doenca nos primeiros anos por progressao direta e
os outros 5% podem desenvolvé-la ao longo de sua vida de uma forma lenta, pela ativacao dos
bacilos existentes no organismo ou reativacao enddgena [3].

A vacina BCG é efetiva em reduzir a incidéncia da doenga entre as criangas, mas nao previne a
infeccao pelo MTB, nem mesmo protege os individuos adultos ja vacinados. Assim, os individuos
vacinados pela BCG podem desenvolver TB doenca, tanto pela reinfeccao exégena como pela
reativagao endégena. A estratégia adotada para o controle da infeccao é o tratamento através de
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antibidticos durante o periodo de seis meses a um ano. O tratamento pode ser administrado para
os individuos infectados pelo MTB no estado latente, como terapia preventiva ou profilaxia, e
para os individuos com a doenca ativa. Embora muito agressivo, observa-se uma resposta rapida
do paciente a medicagao, ou seja, a inicializacao do tratamento remove o individuo do estado de
TB ativa e como os sintomas desaparecem, o paciente tem a falsa sensacao de cura, abandona
o tratamento, e pode entao evoluir novamente para a doenca, com possiveis imunidades ao
tratamento antigo. Surge entdo a chamada Multidrug Resistant Tuberculosis (MDR-TB) ou
Tuberculose Multirresistente ao Tratamento [6].

Segundo afirmagao do pesquisador Célio Lopes Silva, coordenador do Laboratoério de Vacinas
Génicas da Faculdade de Medicina de Ribeirao Preto, da USP. “A vacina génica (ou vacina de
DNA), ainda em fase de experimento e padronizagao, pode se tornar a maior promessa de
combate a doencas infecciosas para as quais até hoje nao existe prevencdo segura, como é o
caso da TB”. O pesquisador observou o efeito da terapia génica, induzindo em camundongos as
condigoes observadas na evolucao da doenca em individuos imunossuprimidos, que no estado de
laténcia podem sofrer uma reativacao e evoluir para a doengao. Nos grupos de animais controle,
que nao foram vacinados (infectados, tratados com farmacos antibacterianos para estabelecer
um estado de laténcia e tratados com corticéides para causar imunossupressao), observou-se
a reativacao da infeccao e estabelecimento da doenga. Nos grupos experimentais, que foram
tratados com a vacina de DNA, nao foi observada a reativacdo da doenca e, portanto, nao houve
evolugao para a doenga [5],[1].

A vacina génica foi utilizada no tratamento da doenca, como um conceito diferente em relacao
as vacinas convencionais, que sao utilizadas somente como prevencao a evolucao da doenca. A
vacina de DNA cura a infec¢ao, cura a doenga, sem perder a sua caracteristica profilatica [5],[1].

Os beneficios praticos e estratégicos resultantes do desenvolvimento da vacina génica com
atividade terapéutica contra a TB sdo inumeros. Ela é segura, eficaz, pode ser dada em uma
Unica dose estimulando amplamente a resposta imunoldgica, tem efeito protetor duradouro e
pode contribuir significativamente para a diminuicdo da incidéncia e talvez a erradicacao da
doenca [5],[1].

O objetivo deste trabalho é desenvolver e analisar um modelo matematico, descrito por um
sistema de equagoes diferenciais ordindrias nao lineares que descreve o impacto da vacina génica
como tratamento e cura da TB. Com este estudo, acredita-se que pode ser possivel definir novas
estratégias para o controle e erradicagao da doenca.

1.1 Formulacao do Modelo

Propoe-se um modelo deterministico para estudar o impacto da vacina génica na dinamica
de transmissao da TB. Assume-se que todos os parametros do modelo sdo positivos e que a
populacao total é suficientemente grande para que cada uma das subpopulagoes possa ser con-
siderada como uma varidvel continua. A populacao total N = s+ v + [ + tb + tv, de tamanho
constante, é dividida em cinco subpopulacoes: s, nimero de individuos suscetiveis; tb, nimero
de individuos tuberculosos; [, nimero de individuos latentes, v, nimero de individuos vacinados
e tv, numero de individuos tratados com vacina.

A transmissao da doenga ocorre pela Lei da Acao das Massas em Epidemiologia (LAME),
ou seja, a taxa na qual os individuos suscetiveis tornam-se infectados é proporcional ao ntimero
de encontros aleatdrios entre suscetiveis e infecciosos, é dada por - s-tb, onde (3 é o coeficiente
de transmissao da doenca.

Por hipétese, todos os individuos sao considerados suscetiveis a doenca. Quando um in-
dividuo suscetivel entra em contato com o MTB torna-se um individuo infectado, e no estado
latente. O individuo que apresenta os sintomas da doenga é considerado infeccioso (doente) e,
portanto, um transmissor. Define-se A™! o tempo médio que o individuo permanece no estado
latente, isto é, A é a taxa de reativacao enddgena da doenca.

Como prevengao, os individuos suscetiveis sdo vacinados a uma taxa v e tornam-se imunes
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a doenca. Porém, como pode existir uma perda de memoria imunolégica pela vacina a uma
taxa ~, os individuos vacinados podem se tornar novamente suscetiveis. Assim, define-se y~!
o tempo no qual o individuo vacinado permanece imune & doenca. O individuo latente, recebe
a vacina génica como tratamento a uma taxa o como prevencio & evolucao para a doenca. Os
individuos tuberculosos sao vacinados a uma taxa go, com ¢ < 1 um fator de aumento da cura.
Por hipétese, assume-se 0 = v, onde o é a taxa de vacinagdo como tratamento e v é a taxa
de vacinacio como prevencdo. Define-se 0~ o tempo médio de cura. Individuos latentes e
tuberculosos, que receberam a vacina como tratamento, migram para a classe de tratados a uma
taxa p, que representa a taxa de clareamento das bactérias presentes no organismo e apoptose
das células do sistema imune.

As taxas de mortalidade natural e pela TB sao dadas respectivamente por p e «; enquanto
II é a taxa de recrutamento, representando o nimero de individuos que nascem ou migram por
unidade de tempo.

Baseado nas suposigoes anteriores, a dinamica do modelo é entao descrita pelo seguinte
sistema de equacgoes diferenciais ordindrias nao lineares

%:H—i—'yv—ﬁstb—(u—l—u)s
4 = Bstb— (u+ A+ o)l
& = s+ pto — (p+7)v (1)

dib = Nl — (p+ o+ qo)th

M — 51+ qoth — (1 + p)tv.
Como por hipétese a populagao total é constante, entao

N
%zO@H:MN—I-atb. (2)

Por conveniéncia, estamos interessados em proporcao das populagoes. Portanto, obtém-se o
sistema normalizado fazendo as seguintes mudangas de varidveis:

S l v tb tv
S =—; L=—; V=— TB = —; TV = —. 3
N Y N ’ N ’ N ’ N ( )
Baseado nas suposicoes anteriores, a dinamica do modelo é entao descrita pelo seguinte
sistema normalizado de equacoes diferenciais ordindrias nao lineares

%:M-FO&TB-F’YV—ﬁSTB—(M-FV)S
L — BSTB — (n+ A+ o)L

D =vS+pTV — (u+7)V (4)

B - \L - (u+a+qo)TB

IV = 6L + qoTB — (n+ p)TV,

onde % =0, N=S+V+L+TB+TV =1 e todos os parametros positivos.
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2 Analise da Estabilidade do Equilibrio Trivial

Apresenta-se a andlise do sistema de equagoes (4) determinando-se, primeiramente, o ponto
de equilibrio trivial e estudando a estabilidade deste ponto.
Igualando a zero os membros direitos do sistema (4) obtém-se o seguinte ponto de equilibrio
trivial:

Wy v )
Po = (So. Vo, Lo, TBo, TVi) = , .0,0,0), 5
0 = (S0, Vo, Lo, T By, TVj) (u+’y+1/,u+’y+v (5)

que corresponde a situacao de auséncia de infectados e infecciosos na populagao total.

A estabilidade local do ponto de equilibrio trivial é determinada pelos autovalores correspon-
dentes a matriz jacobiana associada ao sistema (4) e calculada em FPy. Assim, se Re(r;) < 0,V7,
o equilibrio trivial é localmente assintéticamente estével (L.A.E).

A matriz jacobiana associada ao sistema de equagdes (4) é dada por

—(v+u) 0 Y (a — BS) 0
0 —(p+A+o0) 0 B350 0
J(Py) = v 0 —(u+) 0 p :
0 A 0 —(p+a+qo) 0
0 o 0 qo —(p+p)

cuja equagao caracteristica, det (J(Py) —rI) = 0, é definida por

(—p=1)(—p—p—r)(—p—7—v—r)det(A) =0, (6)

e a matriz A dada por
—(p+o+A+7) B3So
A —(p+go+a+r)
Note que da equacao (6) obtém-se trés autovalores negativos:

r=-p, r2=—(u+tp) e r3=—(nt+y+v).

Os outros dois autovalores sdo obtidos calculando-se o determinante de A dado por

P(r) = agr® + a7 + az, (8)

onde
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aozl,

ap = 2p+o+qo+a+ A,
az = (p+to+A)(p+qo+a)(l - Rue),
com
A
Row — B (b +7) ()

(k+ta+qo)(p+A+o)(pt+y+v)

A expressao (9) define um conceito importante em epidemiologia teérica que deriva do con-
ceito de densidade critica (limiar) do modelo Kermack-Mckendrick, o niimero de reprodutibil-
idade basal. Define-se o nimero de reprodutibilidade basal, Ry, como o ntmero médio de
infeccoes secundarias produzidas por um individuo infeccioso quando introduzido em uma pop-
ulagao inteiramente suscetivel na auséncia de qualquer tipo de heterogeneidade. Quando Ry > 1,
significa que um individuo infeccioso infecta mais que um individuo suscetivel e, consequente-
mente, uma epidemia pode ocorrer. Por outro lado, quando Ry < 1, entao um individuo
infeccioso infecta, em média, menos de um suscetivel e a infecgao desaparece na populagao.

Analogamente, da equagao (9) tem-se o nimero de reprodutibilidade modificado devido a
insercao da vacina no modelo [6]. Assim, para R,,. < 1 o equilibrio trivial é L.A.E e a doenga
desaparece da populagao enquanto para Ry, > 1 o equilibrio nao trivial é L.A.E ocorrendo a
epidemia. Essa andlise pode ser realizada através do estudo do sinal do polinémio (8). Garante-
se a estabilidade local do equilibrio trivial quando a parte real dos autovalores r4 5 sao negativas,
ou seja, quando todos os coeficientes do polinémio (8) sao positivos. Verifica-se facilmente que
agp > 0 e a; > 0 ja que por hipétese, todos os parametros sao positivos, e que as > 0, se e
somente se, Ry < 1. Como todos os coeficientes sdo positivos, os autovalores tém parte real
negativa e, portanto, o equilibrio livre da doenca é L.A.E.

3 Ponto de Equilibrio nao Trivial

Nesta secao, determina-se o ponto de equilibrio nao trivial do sistema de equagoes (4).
Ainda, das equagoes do sistema (4) igualadas a zero, obtém-se o seguinte ponto:

P=(S,V,L,TB,TV), (10)
com
& _ (p+Xo)(ptatqo) & v(ptdto)(utatqo)+¥ 7 _ TB(ut+atqo) o 1*ﬁ
5= BX V= BX(p+7) » L= A  TB =
(11)
7/ — 9IB(utatq(A o))
TV =%
e
_ TBBpo(ptatq(oc+N)) _ ptatqo | olat+gitputqo) | po(ptatq(rto))
vo= ptp e &=1+457""+ A(p+p) T AT () (12)

Note em (11) que se Ryqc < 1 entdo T'B < 0 o que torna o ponto biologicamente nio relevante
ja que TB representa a proporcao de individuos. Assim, para a existéncia do equilibrio nao
trivial, deve-se ter Ryq > 1.
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4 Parametro de controle

A partir do ntimero de reprodutibilidade (9) é possivel determinar um parametro de vacinagao
critica com o objetivo de tornar o ponto de equilibrio trivial estdvel. Este parametro é dado por

BA B
pta+qo)(p+A+o)

Quando tomamos v > V., tem-se Ryq. < 1 e, consequentemente, o ponto de equilibrio
trivial estavel.

Verit = (V + 7) ( (13)

5 Conclusao

A proposta deste trabalho é desenvolver um modelo para descrever a dindmica da transmissao
da TB quando adotada a vacina génica como estratégia de controle e erradicacao.

Através do estudo analitico do modelo é possivel concluir que, existindo vacinacao, a doenca
pode ser erradicada quando a razao de reprodutibilidade for R,,. < 1 e o esforco vacinal maior
que o seu valor critico vept.

Os préximos passos deste trabalho serdao determinar as condicées de estabilidade local e
global para o ponto de equilibrio nao trivial e analisar qualitativamente o modelo analiticamente
e através de simulagoes numéricas.
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