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Resumo: O objetivo deste trabalho consiste em apresentar os resultados numéricos de uma
formulacdo computacional e matematica, implementada em Matlab 7, para a conveccéo,
difusdo e eletromigracdo de componentes quimicos ibnicos em meios porosos unidimensionais.
Foram utilizadas equacdes diferenciais parciais do tipo conveccado-difusdo para modelar o
fendbmeno proposto, que consiste em prever a formacéo de fosfatos de interesse biomédico (por
exemplo, hidroxiapatita e fosfato octalacio) no interior de meios porosos (no caso, titanio
poroso imerso numa solucdo que simula o fluido corpoéreo, a SBF simplificada). Desta forma,
utilizando a aproximacdo por diferencas finitas, foi feito um estudo da resolucdo numérica
destas equacdes diferenciais parciais para em seguida calcular a concentracdo de cada
espécie quimica i do fluido considerado em funcdo da posi¢do x do meio poroso e do tempo t.
Assim, o0 método empregado mostrou-se capaz de simular o escoamento de misturas ibnicas em
meios porosos unidimensionais, e com isto, calcular numericamente a concentracado de cada
espécie quimica em regime transiente, para amplas faixas de parametros e fornecer resultados
que permitam, a posteriori,o calculo de propriedades termodindmicas para verificar se existem
condi¢cBes de formacéo de tecido 6sseo no interior de um implante poroso no corpo humano .

1. Introducao

Diversos campos da ciéncia, como as engenharias, a fisica e a area biomédica (embora
menos estudado, mas muito utilizado) tém mostrado interesse pelo estudo do escoamento de
multicomponentes ibnicos em meios porosos. Como exemplos, temos 0 escoamento em rochas-
reservatorio de petréleo, diagénese de rochas e difusdo em biomateriais porosos, conforme
Khaled [4], dentre outros fendmenos. Este escoamento geralmente ocorre por acdo da
conveccao (processo de transporte de massa caracterizado pelo movimento de um fluido devido
a sua diferenca de densidade), difusdo (fendmeno de transporte de matéria devido aos
movimentos das moléculas de um fluido) e eletroneutralidade (a migracéo ibnica deve ocorrer
também para manter a eletroneutralidade da solucao).

Este fenbmeno necessita de sofisticadas ferramentas matematicas para seu estudo
criterioso, pois 0s modelos matematicos que representam estes tipos de escoamentos recaem em
sistemas de equac0es diferenciais parciais de elevado nimero de variaveis.

Desta forma, verifica-se a necessidade de utilizar a modelagem computacional como
ferramenta adequada a otimizacdo da busca das solu¢Bes numéricas do problema proposto.
Geralmente, a uUnica opcdo de resolucdo é o emprego de métodos numéricos
desenvolvidos hum ambiente computacional, pois, caso contrario, seria impossivel ou

— 384 —



mesmo muito caro testar as diferentes solugdes possiveis para este fendbmeno a partir de
modelos experimentais ou por solucéo analitica, nos raros casos onde existe.

Neste contexto, podemos perceber que a modelagem matematica e computacional do
escoamento de multicomponentes ibnicos em meios porosos se mostra essencial para o estudo
de diversos ramos da engenharia e das ciéncias em geral, como nos exemplos ja citados neste
texto. Particularmente, em relagdo a area de biomateriais, a estrutura matematica e o
ferramental computacional desenvolvidos neste trabalho podem ser (teis na previsdo de
formacdo de fosfatos de interesse biomédico (por exemplo, a hidroxiapatita e fosfato
octacalcico) no interior de meios porosos (no caso deste trabalho, o titdnio poroso imerso numa
solugcdo que simula o fluido corpéreo, a SBF simplificada). Como o sistema computacional
desenvolvido € capaz de prever as concentracdes idnicas a qualquer tempo e posicdo do meio
poroso, bastaa posteriori um calculo de propriedades termodindmicas para verificar se a
solugdo esta supersaturada em relacdo a fosfatos de célcio de intgresassim indicam a
tendéncia ou ndo de precipitacdo, possibilitando condi¢cdes de formacao de tecido 6ésseo
no interior de um implante poroso no corpo humano, conforme Bastos [1].

Neste trabalho sera elaborada uma formulacdo matematica/computacional que seja

capaz de calcular as concentragdes Ifjeespécies quimicas escoando num meio pPoroso
unidimensional com porosidade constante (fggaV, /V; ), ondeV, é o volume dos poros e

V; é o volume total. Esse escoamento de ions em meios porosos sera modelado por equacgdes

diferenciais parciais do tipo conveccao-difusdo-eletroneutralidade. Em seguida, sera
particularizado o tratamento matematico e computacional para duas espécies quimicas,
representando os ions calcio e fosfélfbaf+ ePOf‘) em uma solu¢do aquosa que simula o
fluido corporeo, como a SBF simplificada, difundindo-se num meio poroso (como exemplo, o
titAnio poroso) em um regime transiente. Serdo calculadas as concentracdes de cada espécie
quimicai do fluido em fungéo da posi¢c&alo meio poroso e do tempgpara posterior analise

dos resultados obtidos. Esta particularidade dos resultados mostra uma aplicacdo deste estudo
na area de biomateriais, onde sera verificada a tendéncia ou ndo da precipitacdo de fosfatos de
interesse, como a hidroxiapatita e analisada a possibilidade da formacé&o de tecido 6sseo.

2. Formulacdo matemética

Para analisar o problema proposto, é necessario um modelo matematico que obtenha a
variacdo da concentracdo de cada espétiefluido considerado com o passar do temem
todo o dominio espacial, levando em conta que ndo havera troca de massa entre o sélido e o
fluido. Assim, a equacado de conservacao de massa de uma dadaigapeeiser escrita como
segue,

0 o(cw) . a(3)
— )+ 74+ V=0
ot o) o e 0 @
onde: %((/CI) — Variacdo temporal da porosidade e concentracdo de cada espécie;
a(cv) . . .
3 — Fluxo convectivo (massa que se desloca devido ao campo de velocidade);
X
a(3,) - e
“ox — Fluxo difusivo (transporte de massa devido a difusao).
X
Para uma mistura idnica tem-de = JidifUSéom0|QCUIar + Jimigragéo ; (2)
ifusdo molecular aC| migracao *
com J/" et =‘¢Dig e I =92zDCE (3)
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oC, . . - e A .
onde: —¢b, a—' — Lei de Fick; D, = Coeficiente de difusdo da espéciz, = Carga
X
elétrica da espécie E* = Campo elétrico modificado.
Por hipotese, tem-se que a carga total seja nula em cada ponto do escoamento:

n,
;ZQ =0, (4)

Assim, a partir de um tratamento matematico nestas equacdes acima, chegamos a
seguinte a equacdao diferencial parcial de conveccéao-difusdo, dada por Boudreau [2] :

ocC 0 0 oC, .
=+ (c D, — |= 00i=1...,n,_
ot Hax OV ax( axj =1 )
onde
v ZC“ZD 6C>:<i
v=—+zD 22— (6)
Y ZZZDC
nc_lll
zC,
eC,=-—"1—. 7

As variaveis das Eq. (5), Eq. (6) e Eq. (7) séo definidas por:

v = velocidade artificial;¥ = velocidade do eletrélito devido a advecga‘Ci =
concentracio da espéciec = nimero de espécies quimic:¢ = porosidade 4 = carga
elétrica da espécie D; = coeficiente de difusdo da espécie i.

Esta formulac&o apresenta as seguintes condic¢des iniciais e de contorno:
Condigdes iniciais:

G(xt= =G Oxd[oL]edi=1..n,, (8)

Condicdes de contorno:
] 1° bloco

G(x= ,O,t)= G ,Ot> 0e0i=1..,n, @)
. Ultimo bloco
aC, _

—(x=Lt)=00t>0edi=1...n, (10)

As variaveis destas condi¢Bes sao definidas por:
t = tempo; x = posi¢cao do dominio; i = contador do dominio; L = comprimento do dominio.

3. Resolugéo numérica

Seré feita a discretizagdo das equaces diferenciais apresentadas na secao anterior. Foi
utlizado o método numérico das diferencas finitas que é um método que se baseia na
aproximacao de derivadas por diferencas finitas, sendo especialmente util no caso de equacdes
gue representam o comportamento transiente. Esta formula de aproxima¢do obtém-se da série
de Taylor da funcdo derivada. Esta resolu¢cdo numeérica foi implementada em Matlab 7,
licenciado pelo IPRJ-UERJ.para a obtencéo dos resultados do problema proposto.

— 386 —



3.1. Equacao de Conveccao-difusado

doC, , oCv 6( 6Cj 0

IS _Yv D
ot ox  oxl ' ox (11)
ac .
Esta EDP sera escrita da seguinte foi 5~ (%)= F(xt)+G(xt) (12)
(v,C) 0 (. 0C
F(x,t)=—-——"72% o G{x,t
onde F(x.t) e (x.t)= ax( dxj (13)

3.2 — Discretizacéo de cada termo da EDP

Considerando também a variacdo da concentracdo em funcéo do tempo, temos:

n n+l n
(G_Cj SIS il F"+G. Assim, tém-se: (14)
ot At
¢r=C+At(F+G@), Oi=2..,NeOn=0Q...M, (15)

onde F"e G sdo representados pela Eq. (13) = posi¢do na malhan = tempo, N =

namero de blocos da grade,Mhumero de intervalos de tempo.
Para resolver numericamente o problema proposto, cada termo da Eq. (15) sera
discretizado, nas se¢fes seguintes, empregando o método das diferengas finitas.

3.3 — Discretizacdo espacial dos termG''e F

D
G' = G, -2C" +C/, (16)
oy (e et
FM= 1 v", .c", -vy", .C" (17)
' Ax | il i+% i—%' i—% ’
Assim, a discretizagcdo temporal mostrada na Eqg. (16) ficara da seguinte forma:
1 D
Cr=Cr + At (vuc” -v',C" j v (o -2 +c:11)J 18
(AX 5 g ) (Ax) ! (18)
@ se V',20eC, 2C
C:—l _Cn i+§
.+7 =G+ ¢£ j(Q’ - @), com ey =
2 n
¢ -Co ~, se vV, >20eCj, =C’
CI"+1 -C' +10 I+5
(19)
G 1_C"2, se V,20eC"2C",
' -Cl 2
1 n
¢, =Gq, +5¢( irilj(c" - Gl )com ", =
2 2 2 Cn _C.n
. =2 - se V', 20eC'=C],
C"'-C", +10 -
(20)
e ¢ é o limitador de fluxasuperbeg/ ALHUMAIZI, 2006) apresentado na Eq. (21) dada por
@ = maxpP, min@ 1), min(r,2)] . 2\
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4. Resultados

A partir deste formalismo implementado em linguagem Matlab 7, procedeu-se a etapa
de resolucdo numérica das equacbes. Foram feitas diversas andlises variando parametros
importantes do fenbmeno proposto, com o objetivo de mostrar que ndo ha problemas de
estabilidade e nem oscila¢cdes numéricas no método. Os resultados estdo consistentes com o que
se espera fisicamente, ou seja, o aumento do coeficiente de difusdo deve implicar em uma
“frente” de concentracdo mais avancada para um mesmo tempo de simulac¢do, e que o aumento
da velocidade proporciona um aumento dos efeitos advectivos, conforme Guedes [3].

No presente trabalho, a modelagem computacional foi feita para uma mistura binaria
(na verdade, pseudo-binaria, uma vez que ha agua presente e, obviamente, também os ions
provenientes da dissociacdo de moléculas de agua), com as espécies quimicas 1 e 2, cujas
concentracfes serdo denominadas eCG, respectivamente. Desta forma, a formulacéo
matematica apresentada fica particularizada para duas espécies quimicas, onde a espécie
quimica 2 tem sua concentracdo avaliada pela Eq. (22) (de maneira a garantir a

eletroneutralidade)C, = — 2Cy : (22)

onde Z representa a carga do ianUm leitor atento imediatamente reconhecera a classica
expressdo para célculo das concentracdes i6nicas na dissolucdo de um sal com dissociacdo
completa. Fisicamente estas espécies podem ser entendidas como send€a& ien@Of‘
gue sao os de maior interesse em deposi¢do biomimética.

Para modelar o fendmeno foi utilizada uma solucdo contendo os Brs @@, que

mimetizam de modo simplificado a solu¢cdo corpérea (a0 menos no que diz respeito as

possibilidades de precipitacdo de fosfatos de célcio com interesse biomédico). Desta forma,
para o calculo dos coeficientes de difusdo (em diluicdo infinita) destes ions foi utilizada uma

férmula proposta por Boudreau et al (1997), representando as difusividades por meio de uma
expresséo linear (cujos coeficientes foram obtidos por regresséo linear):

D=(m, +m, (F)10° cnf.s™, (23)
onde m, e m sdo parametros estimados (ajuste da reta representadas pela E3.23) e

temperatura em graus centigrados, que foi considerada a temperatura do corpo hi@ano, 37

A Tabela 1 apresenta os valores destas constantes e o coeficiente de difusdo gerado
pela férmula proposta, considerando a temperatura em graus Celsius. Para a temperatura de
37°C, o coeficiente de difusdo do ion de célcio é ligeiramente superior ao do fosfato, e além
disto o fato da eletroneutralidade ser atuante altera ainda mais a permeac¢do. Alguns parametros
se mantiveram fixos durante estas andlises, pois sdo parametros que nao alteram
substancialmente os resultados. Esses valores estdo apresentados na tabela 2.

Tabela 1: Calculo do coeficiente de difusdo a 37°C (Boudreau (1997))

fon m, m, D(cnt 37)
Ca®* | 3,60 | 0,179 | 1,0233.10°
PO | 2,62 | 0,143 | 0,7911.10°

Tabela 2: Parametros fixos

grandeza AXx At L T
(variacdo do | (variacédo do tempo (comprimento total em (tempo total
comp. mm) em s) mm) em s)
Valor 0,3 0,05 10 1000
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A partir destes dados e alterando parametros significativos nas simula¢des, chegamos

aos seguintes resultados numéricos (perfis das concentracdes (C) em (g/L) de cada espécie em

funcéo da posicao (x) em milimetros, para diferentes instantes):

D, = 10233 x10 ~°
z, = 2"
®=10%

Fig.(1): Concentracao espécl e porosidade 10¢

D, = 10233 x10 ~°
z, = 2"
@ = 90 %

Fig.(3): Concentracéo espécie le porosidade ¢

R b=y T
| Ny Tty o =10 AL
08+ | y + 1=100 at
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|
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o6 |
| z,=2"
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Fig.(5): Concentracéo espécie 1 e porosidade 20%.

D, = 07911x10°
z, =3
@ =10%

Fig.(2): Concentracdo espécie 2 e porosidade 10%.

D, = 07911x10°
z, =3
@ = 90%

Fia.(4): Concentracdo espécie 2 e porosidade 90%.

D, = 07911x10°°
z,=3
@ =20%

Fig.(6): Concentracao espécie 2 e porosidade 20%.
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Estes resultados gréaficos apresentados nas Fig.(1) a Fig. (4) mostram o efeito das
porosidades de 10% e 90%. Uma analise destas figuras permite concluir que a porosidade néo
parece ser significativa (ao menos na escala de tempo considerada nestas simulacfes). Ora, isto
é fisicamente consistente com um problema onde a advec¢cdo ndo é o fenbmeno mais
importante, e sim a difusdo e a eletroneutralidade. Caso o problema fosse essencialmente
advectivo o efeito da variacdo da porosidade seria observado com maior clareza. Deste
resultado conclui-se que o transporte de massa ocorre nos poros, mas nao € afetado pela
porosidade. J&4 se considerarmos uma velocidade 100 vezes maior, teremos a frente de
concentracdo avancando, formando uma frente facetada e ndo na forma de uma cauda, mas com
um formato muito mais acentuado, como mostram as Fig. (5) e Fig. (6).

5. Conclusodes

Em relacdo a implementacdo computacional desenvolvida, pode-se concluir que
o simulador desenvolvido apresenta caracteristicas de flexibilidade, permitindo a
alteracédo de parametros da simulacédo e admite a possibilidade de simulagées com maior
namero de espécies quimicas e também que linguagem MATLAB mostrou-se adequada
para as simulacbes, contando com uma estrutura de linguagem de alto nivel e
capacidade grafica compativel com as tarefas propostas. Por outro lado, ha indicios de
que o tempo computacional pode se tornar proibitivo quando da extrapolacdo para casos
bidimensionais ou mesmo com mais espécies quimicas.

Em relacéo as aplicacdes biomédicas do simulador, podemos concluir que foram
produzidos subsidios para a dificil tarefa de determinar a concentracdo de espécies
quimicas idénicas no interior de meios porosos, em particular do titdnio poroso. Nao
existem, ao menos do conhecimento do autor deste trabalho, técnicas analiticas para tais
determinacfes, de maneira a validar os dados produzidos ou mesmo para estimar
parametros do processo e que 0s ions célcio e fosfato sdo representativos das solucoes
avaliadoras de bioatividade do tipo SBF (Simulated Body Fluid) e suas
concentracoes/atividades sédo importantes parametros termodinamicos para a previsao de
precipitacdo de fosfatos de célcio de interesse biomédico, bem como para a
determinacdo cinética desta possivel precipitacao.
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