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Resumo

A protegdo contra poluig¢do e a conservagdo dos mananciais de dguas subterrdneas em niveis
de cargas hidraulicas elevados tem sido muito buscada no gerenciamento de recursos hidricos, porém
ainda pouco estudada na mecanica ambiental. Solugdes aproximativas diversas tém sido
desenvolvidas na tentativa de estender a modelagem analitica na dire¢do da grande variedade de
problemas de escoamento matematicamente descritiveis em dguas subterrdneas. Este trabalho
equaciona o escoamento horizontal através da fronteira entre a drea de afloramento e a drea
confinada de um agiiifero obtendo uma condi¢do de contorno ndo-linear chamada de condigdo de
Poincaré. A descontinuidade do potencial através da fronteira é especificada pelo pulo de potencial
da fungdo linha dublé. A solucdo do sistema exigiu um algoritmo hibrido que combina o método de
Newton-Raphson ao da bisse¢do. A convergéncia do processo é sensivel a estimativa inicial da
solugdo, porém, em todos os casos estudados, linearizando-se a condi¢do de contorno produziu-se
estimativas iniciais que sempre permitiram a convergéncia da solucdo. A solucdo obtida foi validada
mediante a avaliagdo dos erros apenas sobre o contorno.

Palavras-chaves: escoamento em agqiiiferos; inomogeneidades; elementos analiticos;
condigdo de Poincaré

Introducio

No campo dos modelos matematicos de escoamento subterrdneo, a modelagem analitica tem-
se desenvolvido com o objetivo de tornar possivel a modelagem de areas abertas e com variagdes
continuas de propriedades (Strack, 2006). Essa abordagem esta crescendo a cada novo problema de
valor de contorno caracterizado em Aguas Subterrineas. A condi¢do de contorno de uma area de
afloramento expressa uma mudanca forcada de escoamento de confinado para livre e vice-versa.
Alguns trabalhos dedicados a formulacdo de problemas de campos potenciais sujeitos a condigdes de
contorno ndo-lineares desenvolveram solucdes exatas para o problema do escoamento potencial de um
fluido ao redor de um cilindro poroso (e.g. Von Wolfersdorf e Mdnch, 2000). Problemas nao-lineares
em agqiiiferos sdo, ainda, pouco estudados. Fitts e Strack (1996) encontram a solucdo exata da
passagem de um escoamento unidirecional e unidimensional sobre um degrau caracterizado sobre o
embasamento do aqiiifero. Neste trabalho, ¢ abordado de maneira aproximativa um escoamento
através de area de afloramento pela sobreposicao de fungdes chamadas de linhas dublés.

1. O Problema Fisico

A lei de Darcy fica escrita para um potencial de descarga @ [L*T™'] como:
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Q=g

Eq. 1

O potencial expresso pela Eq. 1 descreve, de forma abrangente e indiscriminada, escoamentos livres e
confinados. A Eq. 1 ¢ igualmente continua e diferenciavel em todo o aqiiifero e permite, ainda, que
fendmenos de confinamentos locais (Figura 1la), como ocorre em lentes de argila, ¢ de
desconfinamentos livres (Figura 1b) sejam tratados sem a necessidade da imposi¢ao de condigdes de
contorno. A substituicdo de Eq. 1 na equacao da continuidade da massa,

divQ=0,

torna o escoamento determinado completamente em termos de @, o potencial de descarga em qualquer
posicao r pela a seguinte equagdo governante:

0% =0. Eq. 2

(a) (b)
Figura 1 — Esbogo do escoamento subterraneo abrangendo condigdes livres e confinadas em
situacdes que ocorrem mudangas livres. a) Passagem através de lentes impermeaveis. b)
Despressurizacdo em uma camada confinada.

Segundo Strack (1981), o potencial para representar ambas as situacdes ¢ dado pela seguinte
expressao:

0 = Klp-b)H-b)- LK(H- b). Eq.3

Areas de afloramento impdem que na fronteira entre as partes encoberta e descoberta haja
mudanca de escoamento, seja de livre para confinado, seja de confinado para livre (Figura 2).
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Figura 2- Perfil esquematico da fronteira entre uma regido confinada e livre de um agqiiifero.

Esse escoamento deve satisfazer ao equilibrio de descarga (é - 6 ) e ao equilibrio de cargas (qj - (; )
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na fronteira entre a porc¢ao livre e a confinada (I'). A definicdo de potencial de descarga da Eq. 3
fornece a igualdade de cargas e fluxo na fronteira entre a por¢do livre (/) e a por¢ao confinada (c) com
as seguintes expressoes:

Logo, a equacdo de Laplace e as condigdes de contorno da Eq. 4 sdo que caracterizam o
problema do escoamento em areas de afloramento. Um problema de equacdo governante linear e
condi¢des de contorno nao-lineares quadratico denominadas de condi¢des de Poincaré.

2. Método de Solucio

A solucdo do problema do escoamento com fronteiras entre areas livres e confinadas ¢ obtida
definindo-se uma variavel chamada “pulo no potencial”. A Eq. 3 demonstra que um mesmo valor de
carga hidraulica em um ponto qualquer da fronteira de uma inomogeneidade (K" #K°, b" #b" ou H"

#H) se analisado imediatamente dentro (¢") e imediatamente fora da fronteira (¢), sendo ¢ = ¢,

produz diferentes potenciais, cuja diferenca ¢ chamada pulo no potencial, ®" - ®#0. Strack e
Haitjema (1981) formularam o uso de uma funcdo linha dublé (funcdo dublé integrada em um
segmento de reta) para reproduzir o pulo de potencial necessario para equilibrar as cargas através de

uma inomogeneidade, ¢ © = ¢~ . Seja um potencial complexo dado pelo dublé

L S

2n z- z,’

Q,=

Eq. 5

que ¢ uma fungdo que atende a equacdo de Laplace, sendo s o nimero complexo que fornece a
intensidade e o sentido do dublé e Q4 o potencial complexo cuja parte real vale ® e a parte imaginaria
vale W. Logo, pelo teorema de Cauchy e pela lei de Darcy, diz-se que se ® ¢ o potencial de descarga,
entdo W ¢ a funcao de corrente do escoamento. Uma linha dublé é expressa pela integral de Cauchy
sobre a fun¢do dublé como:

1 A@)
Q,=-—[—=db, Eq. 6
o 2ni_JlZ—A a

sendo que Z e A sdo, respectivamente, as coordenadas planas horizontais complexas locais sobre o
dominio e sobre o segmento tais que as extremidades da linha dublé recaiam sobre o eixo dos reais
entre —1 e +1; o termo A/i é a fung@o que distribui o esfor¢o do dublé ao longo do segmento.

Strack (1989) e Jankovi¢ ¢ Barnes (1999) apresentam representagdes polinomiais do esforgo A
em Z=A, respectivamente na forma lagrangeana e na forma chebysheviana; e a solucdo da integral da
Eq. 6. A aplicacdo da funcdo em contornos ¢ feita em segmentos de linhas retas definidas pelas
coordenadas locais Z e A.

A expressdo que define o contorno ¢ obtida definindo-se uma grandeza chamada
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transmissividade como a variavel tal que:
T=Kh, Eq. 7

em que 4 assume o valor de h = @—b no caso do escoamento estar livre e h = H — b no caso do
escoamento estar confinado, tem-se 7' = K'j' imediatamente dentro da fronteira (+) e
T = K k™ imediatamente fora dela (-). Aplicando-se a condigdo de contorno ao redor da fronteira
de forma geral, seja dentro livre ou confinado e fora a alternativa oposta produz-se:

0+ LK (H' —b*)2+b+ 0T+ LK (H -b‘)2+b_
K'(H -b") K (H -b) '

Utilizando-se a defini¢do de transmissividade (Eq. 7), esta equagdo torna-se:

L |
o'+

T'(H -b), . 0 +iT(H -b)

+ b
T T

Apds isolar o pulo no potencial, @ —d~, e atribuir-lhe a variavel A, tem-se:

A:u¢'-T—H_+b_-H+-b+, Eq. 8
T 2

em que a variavel H define a elevagdo do topo do aqiiifero com a possibilidade de H=¢ se o
escoamento tornar-se livre. Depois da expressdo Eq. 8 ser avaliada em tantos pontos da fronteira (M)
quantos forem os coeficientes de todos os elementos da fronteira (N) produz-se um sistema de
equacdes MXN, com M=N. A situacdo de escoamento livre (H=¢) torna o sistema de equagdes Eq. 8
ndo-linear, pois pela defini¢do de transmissividade (Eq. 7) e pela definicdo de potencial em zonas livre
(Eq. 3) tem-se:

T=+2K0 . Eq.9

Isso torna a Eq. 8 um sistema de equagdes ndo-lineares singular, pois a Eq. 9 ndo pode ser
avaliada em estimativas de solugdo em que ®P<0. Métodos numéricos para resolver sistemas nao-
lineares singulares sofrem com regides com gradientes muito grandes, ou mal definidos. Os métodos
newtonianos, como métodos que utilizam os gradientes do sistema, formulam a solug¢ao do sistema por
expressoes da seguinte forma:

a, = a,_ +WI(x,_)

sendo a, a estimativa do vetor solugdo no passo &, f o vetor da fungdo cuja raiz é desejada (f=Aa-b,
com A para a matriz de coeficientes e b para o vetor independente) ¢ W o controle de passo do
processo iterativo baseado no gradiente da fungdo f. No caso do método de Newton-Raphson, W vale
menos o inverso da matriz jacobiana, —J"'. Por outro lado, o método da bisse¢do é amplamente aceito
como método de solugdo e possui convergéncia incondicional, mas lenta. Alternativamente, em
problemas nao-lineares da area de Engenharia, a rapida convergéncia dos métodos de gradientes tem
sido associada com freqiiéncia a possibilidade de escapar de singularidades do método da bisse¢ao
(e.g. Parida e Gupta, 2007). Numa tentativa de substituir as estimativas singulares, foi elaborado um
algoritmo que utiliza 0 método de Newton-Raphson mas recorre ao método de bissegdo sempre que 1)
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a estimativa (ay) levar algum elemento da fungdo(f);, para qualquer i<M, a cortar o eixo zero, seja do
positivo para o negativo, seja o contrario; ou 2) a tentativa (x,) leva @ ao valor de ®<0 ¢ a
transmissividade (7) a um valor fora do conjunto dos ntimeros reais (Eq. 9). O algoritmo foi concebido
da seguinte maneira:
1) Adote a solugdo inicial (a,).
2) Estime as raizes (a;) da funcéo (f) pelo método de Newton-Raphson.
3) Se a k-ésima estimativa de a faz alguma componente de f mudar de sinal e, portanto,
[f(ax)]*[f(ar1)]:<0 para qualquer i<M ou a func¢ao f for singular em a,, entdo estime as raizes
entre a, € a,; com a;, «— 0,5%a,_, + 0,5*%a,.
4) Repita o passo 3) até que a, e a,; produzam [f(ay)]*[f(ax1)]; > 0 para todo i <M e que a
funcao f seja avaliada somente com componentes reais e finitas.

5) Se ||f|| for maior que o valor tolerado ¢ a quantidade de estimativas (k) for menor que a
tolerada, prossiga a partir do passo 2, sendo pare.

Esse algoritmo parte da solugdo inicial para obter estimativas pelo método de Newton.
Mediante a mudanga de sinal ou a presenga de singularidade nas componentes da fungdo, um falso
método de bissecao (a < 0,5*a,, + 0,5*a,) € acionado no item 3 do algoritmo. O método recebe esse
nome devido a semelhanca com o mecanismo do método da bissecdo e a utilidade diferenciada do
método para distanciar a avaliacdo da raiz ao invés de aproxima-la, como estabelece o método da
bisse¢do candnico. Trabalhos recentes voltados para aumento da taxa de convergéncia de processos
iterativos para solucdo de sistemas ndo-lineares afirmam que a combina¢do de métodos newtonianos
ao método de bissecdo produz residuos de estimativas, (a;); — (a;;); para qualquer <M, a taxas
quadraticas (Wu e Fu, 2001) e ctbicas (Parida e Gupta, 2007), dependendo do comportamento do
controle de passos. Em ambos os trabalhos, Wu e Fu (2001) e Parida e Gupta (2007), foram estudadas
func¢des de uma variavel apenas.

3. Resultados e Discussoes

Foi elaborado um problema hipotético em que um campo de escoamento unidirecional
produzido a uma distancia infinita atravessa uma inomogeneidade definida em uma area finita. As
unidades de comprimento e de tempo sdo ficticias e sdo: “u” para a unidade de comprimento [L] e “t”
para a unidade de tempo [T]. Portanto, as unidades de carga hidraulica, ¢ [L], cota de elevagdo do
topo, H [L] e da base, b [L], sdo dadas por “u”. A condutividade hidraulica, K [LT], ¢ dada por “u/t”.
A inomogeneidade apresenta uma reducdo na cota de elevacdo do topo do aqiiifero (Figura 3). O
escoamento ocorre livre fora da inomogeneidade (assinalada com sobrescritos “—”) e passa a
confinado dentro da inomogeneidade (assinalada com sobrescritos “+).

§
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Figura 3 — Corte esquematico da inomogeneidade do primeiro problema

Foram estudadas trés configuragdes de elevacdo do topo para esse primeiro problema, conforme
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resumidas na Tabela 1. Em todas elas as condutividades hidraulicas sdo iguais.

Tabela 1 — Parametros hidrogeoldgicos do aqiiifero para o primeiro problema.

Configuragdo 1 Configuragao 2 Configuracdo 3
K=1,0ut | K=K |K=l0wt| K=K |K=1,00t| K=K
b=10u | b=1,0u | b=—1,0u | b'=—1,0u | b=—1,0u [ b"=-1,0u
H—=9,5u H+=8,5u | H—=9,5u H+=1,1u H—=9,5u H+=0,1u

Pela defini¢do da Eq. 7, uma diferenca de transmissividade devido a ¢ - b" # ¢ - b~ pode ser

convertida em uma outra devidaa K' # K' . Assim, quando o escoamento ¢ confinado, ¢ 2 H tem-
se:

K" H' -b
K~ H -b

A solugdo inicial de cada configuragdo ¢ obtida da linearizacdo da transsividade assumindo K" "=K" e
K= K"(H-b)/(H-b") com H’=H". Cada simulagdo foi obtida por quatro linhas dublés (Eq. 6) que
geraram um sistema matricial ndo-linear do tipo da Eq. 8 com sete equagdes e sete incognitas. Em
cada configuragdo da cota de elevacao do topo a evolugdo o processo converge para a solugdo
conforme ilustrado na Figura 4.
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Figura 4 — Evolugéo da solugdo do primeiro problema.

As estimativas iniciais produziram diferentes normas iniciais ||fy]|. A Configuragdo 2 foi a que
produziu a maior norma inicial. Embora a Configuragdo 1 tenha sido a de menor diferenca de
transmissividades, ndo foi a de menor norma inicial. Por outro lado, a maior diferenca de
transmissividades (Configuracdo 3) produziu a menor norma inicial. Isso aconteceu porque a redugao
de transmissividade na inomogeneidade reduz a vazdo através da fronteira, que se reflete em um
aumento da carga hidraulica no dominio. Com isso, as condutividades hidraulicas (K" e K) calculadas
para a condigdo semelhante da Configuracdo 3 guardaram uma melhor equivaléncia com as
transmissividades das espessuras resultantes da simulagdo (se H'<¢, " = H' - b" ,sendo h* = ¢ —

byse H<@g, h" = H - b ,sendo h = ¢ —b). As cargas hidraulicas (¢) se posicionaram em cotas
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mais proximas do topo do aqiiifero (H") e da inomogeneidade (H). Os experimentos demonstraram
que mesmo o processo iniciando a diferentes distdncias da solugdo e percorrendo quantidades de
passos diferentes, a ordem de convergéncia permaneceu a mesma. Nas trés simulacdes a ordem de

A . ~ m ~
convergéncia m do processo de solugdo, tal que ||fn || = K|f, 1|| , sendo ||f,]| a norma da funcdo

vetorial f no passo 7, foi aproximadamente linear, igual a um a uma constante de proporcionalidade
K=0,5.

4. Conclusoes

As condi¢des de contorno do escoamento em areas de afloramento demonstram a dependéncia
ndo-linear das variaveis do escoamento em relagdo as transmissividades dentro e fora de
inomogeneidades. Matematicamente, o escoamento por inomogeneidades que forcam o escoamento a
mudar entre livre e confinado recai em um problema de valor de contorno nao-linear expresso pela
condi¢do de Poincaré para a equagdo diferencial linear de Laplace. Assim, este trabalho descreve o
escoamento horizontal em areas de afloramento por intermédio de e de uma condi¢@o de contorno nao-
linear classificada como condi¢ao de Poincaré. A implementag¢do da solugdo deste problema exigiu a
elaboragdo de um algoritmo iterativo hibrido que combina o método de Newton-Raphson ao da
bissegdo. Analises de sensibilidade foram obtidas a partir de um problema hipotético. Foram
resolvidas trés situacdes de mudanga de escoamento forcada a partir de condi¢des iniciais obtidas por
intermédio de uma equivaléncia hidraulica aparente na transmissividade. O comportamento do
processo iterativo demonstrou-se convergente a uma razao constante e igual a /2 e sempre estavel.

A validagio da solugdo é garantida porque a funcdo linha dublé satisfaz a equagdo governante
(equacdo de Laplace) e, também, pelo ajuste obtido para as condigdes de contorno. A aplicagdo das
condigdes de Poincaré em problemas praticos em trabalhos futuros permitird avaliar questdes
transfronteiricas como a interferéncia bilateral do bombeamento de areas de afloramento e de areas
confinadas.
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