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RESUMO

Na Matematica, mais precisamente no Calculo Diferencial, o Teorema da Funcdo Inversa
é um resultado que envolve subconjuntos abertos e aplicacoes diferenciaveis. O objetivo deste
trabalho é estudar uma aplicacao do Teorema da Funcao Inversa. Tal aplicagdo descreve um
critério util para decidirmos se um dado subconjunto do R™ é uma superficie regular. Apre-
sentaremos alguns resultados, nos quais precisaremos para atingir nossas metas principais.

Definigao 1: Sejam D e E abertos do R". Uma bijecao f: D — E é um difeomorfismo se é
diferenciavel e tem inversa diferenciavel.

Teorema 1 [Teorema da Func¢do Inversa] : Seja F : U C R" — R" uma aplicagdo
diferencidvel e suponha que em p € U a diferencial dF), : R" — R™ € um isomorfismo. Entao
existe uma vizinhanga V de p em U e uma vizinhanga Wde F(p) em R"™ tal que F: V — W
tem inversa diferencidvel F~1: W — V.

Definigcao 2 : Dada uma aplicagao diferenciavel F': U C R® — R™ definida em um conjunto
aberto U de R", dizemos que p € U é um ponto critico de F' se a diferencial dFj : R" — R™
nao é uma aplicagao sobrejetiva. A imagem F'(p) € R™ de um ponto critico é chamado um valor
critico de F'. Um ponto de R™ que nao é um valor critico é chamado um wvalor regular de F.

Definicao 3 : Um subconjunto S C R? é uma superficie reqular se, para cada p € S, existe
uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacdo g : U — V N S de um aberto U de R? sobre
VNS c R tal que:

1) g é diferencidvel.

2) g é um homeomorfismo.

3) (Condigdo de regularidade) Para todo ¢ € U, a diferencial dg, : R* — R3 ¢ injetiva.

Proposicao 1: Seja f : U — R uma funcao diferencidvel em um conjunto aberto U de R?,
entdo o grafico de f, isto é, o subconjunto de R® dado por (z,v, f(z,v)) para (x,y) € U, é uma
superficie regular.

Enunciaremos agora uma Aplicacdo do Teorema da Funcao Inversa.
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Proposicdao 2: Se f: U C R?® — R é uma funcdo diferencidvel e a € f(U) é um valor regular
de f, entdo f~!(a) é uma superficie regular em R3

Demonstracao : Seja p = (79, %0, 20) um ponto de f~1(a) . Como a é um valor regular de
f, podemos admitir, trocando os nomes dos eixos coordenados se necessario, que f, # 0 em p.
Definimos uma aplicacdo F : U C R® — R? por F(z,y,2) = (z,y, f(z,y, 2)),e indicamos por
(u,v,t) as coordenadas de um ponto do R? onde F' toma seus valores. A diferencial de F em p
¢é dada por

1 0 0
dF, =0 1 0|,
fo fy f2

donde det(dF,) = f. # 0.

Podemos entao aplicar o teorema da funcao inversa, que garante a existéncia de vizinhancas
V de pe W de F(p) tais que F : V — W ¢é inversivel e a inversa F~! : W — V é diferencié-
vel. Segue-se que as funcdes coordenadas de F~!, isto é, as funcdes z = u,y = v,z =
g(u,v,t), (u,v,t) € W, sao diferencidveis. Em particular, z = g(u,v,a) = h(x,y) é uma fungao
diferencidvel definida na projecao de V sobre o plano zy. Como

F(f~Y(a)nV) =W n{(u,v,t);t = a},

concluimos que o gréafico de h é f~1(a) NV. Assim, f~'(a) NV é uma vizinhanca coordenada
de p.

Consequentemente, todo p € f~!(a) pode ser coberto por uma vizinhanca coordenada, e
podemos concluir que f~!(a) é uma superficie regular.

Veremos agora alguns exemplos usando a proposicao anterior.
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Exemplo 1 : O elipséide — + 2—2 + —5 = 1 é uma superficie regular.
“ ¢ 22 2 22
De fato, é o conjunto f~1(0), onde f(z,y, z) = —+ 72 + — —1 é uma fungdo diferencidvel e
a c

2 2 2
0 é o valor regular de f. Isso segue-se do fato das derivadas parciais f, = —Z, fy = b—'g, f.= —j
a c

se anularem simultanemente apenas no ponto (0,0, 0), que ndo pertence a f~!(0). Este exemplo
inclui a esfera como um caso particular (a =b=c=1).
Exemplo 2 : O toro é a "superficie” gerada pela rotacdo de um circulo S' de raio 7 em torno
de uma reta pertencente ao plano do circulo e a uma distancia a > r do centro do circulo.

Seja S' o circulo no plano yz centrado no ponto (0,a,0). Entao S é dado por (y—a)?+2% =
r? e os pontos do conjunto T, obtidos pela rotagao deste circulo em torno do eixo Oz satisfazem
a equagdo 22 =12 — (/22 + y2 — a)?.

Consequentemente, 7' é a imagem inversa de r2 pela funcdo f(z,y, z) = 22+ (/22 + 32 —a)>.

Essa funcgao ¢ diferenciavel para (z,y) # (0,0), e como

0f . 0f _ WWAEP—a) 0f  20(/P i —a)

9z oy [22 12 Ox /22 1 2
2

r® é um valor regular de f. Segue-se entao que o toro 7' é uma superficie regular.
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