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RESUMO

Em R2, todo conjunto da forma C = {(z,y) € R? : f(z,y) = 0}, é dito curva algébrica real
plana afim. Assim, uma curva algébrica real plana afim é o conjunto de zeros de um polindémio
real, ndo constante, em duas varidveis. E possivel esbocar curvas planas reais com a ajuda do
computador a efeitos de poder visualizar: existem varios programas de computador que esbo¢am
qualquer equacao polinomial em duas varidveis. No entanto, esses esbocos nao sao sempre muito
confiaveis, pois pode nio existir curva (como no caso f(x,y) = 22 + y?> + 1 = 0), ou se reduzir
a um ponto (como no caso f(z,y) = 22 + 3> = 0). Por outro lado, esses esbocos nio sido muito
precisos em volta de pontos singulares da curva, quando tiver. Tudo isto permite afirmar que é
necessario ter alguns resultados tedricos acerca das curvas algébricas reais planas.

Neste trabalho apresentamos aspectos elementares sobre as curvas algébricas planas, tanto
afins quanto projetivas, usando conceitos basicamente algébricos. Destacamos que uma curva
projetiva é o fecho de uma curva afim. Para o estudo de uma curva real, afim ou projetiva, sera
atil examiné-la sobre o corpo dos ntimeros complexos.

Seja o corpo K =R ou C e n € N. As curvas algébricas planas sobre K podem ser localizadas
no plano afim ou no plano projetivo, sendo que no plano afim sdo esbogados os problemas de
tipo local e, no plano projetivo, os problemas de tipo global.

Um conjunto algébrico no espaco afim K" é qualquer conjunto da forma

VK:{(‘TM"' 7‘7:71) eKn:fl(xlv'” 71:71):07"’ 7f8($17"' ,IL‘n)ZO},

para algum s € N e alguns polinémios fi,---, fs € K[z, -+ ,z,]. Este conjunto é dito também
conjunto de zeros de fi,---, fs em K",
E valida a igualdade seguinte:

Vi(ft, -+ fs) = W(fr) - 0 V()

As propriedades a seguir sao facilmente verificaveis:

1) Vk(f) = K" se e somente se f = 0.

2) Vk(c) =0, para todo ¢ € K — {0}.

3) Vk(fif2) = Vk(f1) U Vk(f2). Em particular, se fi divide fo entdo Vk(f1) C Vk(f2).

4) Cada subconjunto finito de K™ é algébrico.

Um conjunto algébrico C C K" ¢é dito irredutivel se nao pode ser decomposto na unido de
dois conjuntos algébricos proprios, ou seja, se C = C; U Cy entdo C = C; ou C = Cq, onde C;y e Ca
sao conjuntos algébricos em K".

Uma curva algébrica plana afim sobre K ¢, por definicdo, o conjunto de zeros em K? de um
polinémio nao constante f € K[z, y|. Dizemos entdo que f se anula sobre C. Uma curva Vi(f)
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é irredutivel se é irredutivel como conjunto algébrico. Esta é a definicdo mais simples possivel
de curva algébrica. Em um estado posterior, a definicdo de curva pode ser extendida de modo a
permitir multiplicidades. Isto é necessério, por exemplo, quando se estudam familias de curvas,
tais como os sistemas lineares.

Alguns resultados conhecidos sdo apresentados a seguir.

Teorema 1: Toda curva algébrica plana complexa C C C? tem infinitos pontos.

Este resultado se deduz do teorema fundamental da algebra. Para isso, basta intersectar a
curva C com uma familia infinita de retas complexas paralelas e observar que existem pontos em
cada intersecao, exceto para um ntmero finito de retas.

Teorema 2: Toda curva algébrica plana complexa C C C? possui um polinémio minimal f.

Isto significa que todo polinémio que se anule em C, tem que ser multiplo de f. Tal polindémio
minimal f é tnico, salvo multiplicacdo por constante nao nula e se escreve C = Ve (f). O grau
de f é dito o grau de C.

Segue assim um famoso resultado sobre o numero de pontos de intersecdo de duas curvas.

Teorema de Bézout: (Etienne Bezout (1739-1783)) Duas curvas algébricas planas com-
plexas, C; e Co, sem componentes irredutiveis em comum, com graus m e n respectivamente, se
interesectam em j diferentes pontos, com 0 < j7 < mn.

De fato, se as curvas sao projetivas e os pontos de intersecdo sdo contados com suas corre-
spondentes multiplicidades, entdo C; e Co se intersectam em exatamente mn pontos.

Exemplo: O conjunto vazio é uma curva algébrica real. Este conjunto é o conjunto de zeros
de, por exemplo, y> + 1 € R[z,y] ou 22 + (z — 1)? € R[z,y]. No entanto, considerando sobre
o corpo dos ntimeros complexos, temos que Vc(y? + 1) e Ve(z? + (x — 1)?) sdo unides de duas
retas paralelas.
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