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RESUMO

Neste trabalho apresentamos o conceito de reticulados ideais e suas principais propriedades,
onde também apresentamos algumas propriedades importantes de alguns reticulados especiais
no Rn. Apresentamos também dois conceitos importantes nesta teoria que são a diversidade de
um reticulado e a distâcia produto mı́nima.

Assim, sejam K um corpo de número de grau n tal que K é totalmente real, OK o anel dos
inteiros de K sobre Z, α ∈ K tal que αi = σi(α) > 0, para todo i = 1, . . . , n e σα : K → Rn, onde
σα(x) = (

√
α1σ1(x), . . . ,

√
αnσn(x)), onde σi : K → C, para i = 1, . . . , n, são os monomorfismos

de K, é uma perturbação do homomorfismo canônico. Se tomarmos M ⊂ K um Z-módulo livre,
temos que σα(M) é um reticulado do Rn.

Sejam φ uma involução e F = {x ∈ K|φ(x) = x} o corpo fixo da involução. Se I ⊆ K é
um ideal fracionário e α ∈ F tal que αIφ(I) ⊆ DOK|Z

−1, onde DOK é o discriminante de K,
então, definimos ideal reticulado por Λ = (I, bα), onde a função bα : I × I → Z é tal que
bα(x, y) = TrK|Q(αxφ(y)) para todo x, y ∈ I.

Temos que o determinante de bα será dado pelo determinante da matriz (bα(vi, vj))n
i,j=1,

onde {v1, . . . , vn} é uma Z-base de I.
Dizemos que um reticulado ideal (I, bα) é par se bα(x, x) é um número par para todo

x ∈ I. Caso contrário dizemos que é ı́mpar. E, dizemos que ele é positivo se bα(x, x) > 0
para todo x ∈ I tal que x 6= 0. Neste caso, o mı́nimo de (I, bα) é definido por min(I, bα) =
min{bα(x, x); x ∈ I, x 6= 0}.

Seja Λ ⊆ Rn um reticulado. A diversidade de Λ é definida por

div(Λ) = min{div(x) : x ∈ Λ, x 6= 0},

onde x = (x1, . . . , xn) e div(x) = ]{i : xi 6= 0}, onde ](A) é o número de elementos do conjunto
A.

Proposição 0.1. Seja I ⊆ OK. Um reticulado ideal Λ = (I, bα) tem diversidade div(Λ) =
r1+r2, onde r1 é a quantidade dos monomorfismos reais de K e r2 a metade dos monomorfismos
imaginários de K .

Proposição 0.2. Seja I ⊆ OK. Um reticulado ideal Λ = (I, bα) pode ser imerso no Rn com

• diversidade n se K é totalmente real,

• diversidade n
2 se K é totalmente complexo.
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Seja Λ ⊆ Rn um reticulado com diversidade n. A distância produto mı́nima do reticulado
é definido por

dp,min(Λ) = minx∈Λdp(x),

onde x = (x1, . . . , xn) e dp(x) =
∏n

i=1 |xi|.

Teorema 0.1. Se K é um corpo de números totalmente real de grau n com discriminante DK|Q
e I um ideal inteiro de OK, então a distância produto mı́nima de um reticulado ideal Λ = (I, bα)
é dada por

dp,min(Λ) =

√
det(bα)
|DK|Q|

min(I),

onde min(I) = mino6=y∈I
|NK|Q(y)|
N (I) .

Corolário 0.1. Se K é um corpo de números totalmente real de grau n e I um ideal prncipal
de OK, então a distância produto mı́nima de um reticulado ideal Λ = (I, bα) é dada por

dp,min(Λ) =

√
det(bα)
|DK|Q|

.
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