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RESUMO

Introducgao: Estudaremos nesse trabalho a construgdo de um Conjunto de Cantor A usando
a familia quadrdtica F), () = p, (1 — ) para p > 4, familia essa frequentemente usada para
ilustrar diversos fenémenos importantes que ocorrem em sistemas dinamicos. Inicialmente,
apresentaremos alguns resultados, nos quais precisaremos para atingir nossa meta principal.
Proposicao 1:

1. F,, (0) = F,, (1) = 0 e F, (p) = py onde p, = 1.
2.0<pu<lsep>1

Proposicao 2: Suponha p > 1. Se z < 0, entao Fﬁ(w) — —o00 quando n — oco. De modo
similar, se x > 1 entdo F}(z) — —oo quando n — oc.

Proposicao 3 : Seja 1 < pu < 3.
1. F}, tem um ponto fixo atrator em p, =

2. Se 0 < z < 1 entao limnaooF/’](:c) = pu-

(p—=1)
nw

e um ponto fixo repulsor em zero.

Construcao do Conjunto A

Vamos estudar o caso em que p > 4. Pela proposicao 2, todas as dinamicas interessantes de
F,, ocorrem para x pertencente ao intervalo unitario I = [0, 1]. Note que, como p > 4, o valor
méximo de F), serd § > 1. Entao existem pontos = de [0,1] com a propriedade Fj,(x) > 1, e
dai Flf(x) — —00, isto é, x sai de I depois de uma iteracao de F),. Denotaremos o conjunto
desses pontos por Ag. Claramente, Ag é um intervalo aberto centrado em % e tem a seguinte
propriedade: Se

xe Ay = Fu(x)>1= Fi(x) <0e F(x) - —oo

Logo Ap € o conjunto de pontos que escapam de I imediatamente depois de uma iteragao da
F,,. Todos os outros pontos em I permanecem em I apds uma iteracao de Fj,.
Agora, considere o conjunto Ay = {x € I/F,(x) € Ap}. Dai, se

x€A1:>F3>12>F3(:C)<06F£(x)—>—oo

isto é, F,(x) sai de I depois de uma iteracao de F),.
Indutivamente, considere A4,, = {x €l/Fj(z) € AO}. Entao, construimos os seguintes conjun-
tos:
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Ag={x € I/F,(x) > 1}
Ay ={zel/F,(z)eleFi(x)>1}

A, ={xel/Fi(z)el,Vi<neF}(z) > 1}

Podemos entdo dizer que A, é o conjunto dos pontos que permanecem em [ até a n-ésima
iterada de F},, mas que saem de I na (n + 1)-ésima iterada de F),. E esses pontos claramente
divergem para —oo, isto é, x € A,,, implica que a érbita de z tende a —oo.

Agora vamos introduzir o conjunto alvo de nosso trabalho. Denote por A =1 — (UpZy Ay) . Ou
seja, A ¢ o conjunto formado pelos pontos que permanecem em I pelas iteradas de F),.

Analise da construgao de A: Como Ag é um intervalo aberto centrado em %, I — Ag consiste
de 2 intervalos fechados disjuntos Iy e I1. F), ¢ uma bijecao crescente de Iy sobre I e uma bijecao
decrescente de I; sobre I.

I — Aq consiste de 4 intervalos fechados e F), leva cada um deles de forma bijetiva sobre I; ou
Iy. Logo, F; 5 leva cada um dos 4 intervalos fechados de forma bijetiva sobre I. Continuando o
processo, temos que A, consiste de 2" intervalos abertos disjuntos e I —(AgUA;UA2U.....UA,)
consiste de 2"*! intervalos fechados, cada um dos quais é levado por F ;]“ de forma bijetiva
sobre I. O grafico de F}} cruza com a reta y = x em exatamente 2" pontos e isto significa que
F,, tem exatamente 2" pontos periddicos de periodo n.

Conclusao: A construcido de A relembra a construcdo do exemplo cldssico de um Conjunto
de Cantor: O Conjunto do Terco Médio de Cantor. De fato, A é obtido por remogoes
sucessivas de intervalos abertos dos ”meios”de um conjunto de intervalos fechados. E logo a
seguir, recordamos o Conjunto do Ter¢co Médio de Cantor.

O Conjunto do Terco Médio de Cantor: Considere inicialmente o intervalo I = [0,1]
com a remogcdo do ”terco médio” aberto, isto é, o intervalo (3, 2). Obtemos entdo: [0, 3] U[3,1].
Em seguida, remova dos dois intervalos fechados [0, 3] e [2, 1] os "tergos médios” abertos

respectivos de cada um, isto é, o par de intervalos (g, Z) e (%, 8). Continue removendo os tergos
médios da mesma maneira. Note que 2" intervalos abertos sdo removidos no n-ésimo estigio
deste processo. Entao, este procedimento é completamente andlogo a construgao de A feita

anteriormente.

Consideracoes finais: Com a definicao geral de Conjunto de Cantor, pode-se verificar que, de
fato, A é um Conjunto de Cantor para u > 4.

Definigao: Um Conjunto 7 é um Conjunto de Cantor se ele é fechado, totalmente desconexo
e perfeito. Um conjunto é totalmente desconexo se ele nao contém nenhum intervalo e é
perfeito se todo ponto nele é ponto de acumulacao, isto é, ponto limite de outros pontos no
conjunto.

Com esta definicao pode-se provar que:

Teorema 1 : Se p > 4 entdo A é um Congunto de Cantor.
Observacao: A demonstragdo do teorema acima € bem trabalhosa. Agora, considerando
©w>2++/5 a demonstragio fica mais simples.
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