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RESUMO

O cálculo vetorial é uma poderosa linguagem usada na descrição da mecânica do cont́ınuo,
assim como a teoria das formas diferenciais. No caso do cálculo vetorial, os operadores difer-
enciais (gradiente, divergente e rotacional) desempenham um papel central: as equações que
descrevem as situações da mecânica do cont́ınuo podem ser escritas em termos destes oper-
adores (juntamente com derivadas no tempo). Tais equações podem ser discretizadas usando
diferenças finitas, elementos finitos, teoria espectral, etc. Os métodos miméticos seguem uma
linha diferente: eles não são usados para discretizar um sistema particular de equações, mas
para discretizar uma teoria do cont́ınuo. Assim, métodos miméticos para o cálculo vetorial
nos dão um conjunto de ferramentas e propriedades (identidades) análogas as do cálculo ve-
torial do cont́ınuo. Em particular, podemos obter análogos discretos das leis de conservação.
A experiência tem mostrado que os melhores resultados são obtidos quando o modelo discreto
preserva propriedades fundamentais do modelo cont́ınuo, mesmo quando o problema apresenta
fortes não-linearidades ou quando o grid não é suave.

A discretização mimética que vamos construir terá três propriedades principais: análogos ex-
atos de identidades diferenciais, análogos exatos dos teoremas integrais e satisfará uma sequência
exata de espaços e operadores.

Primeiro introduziremos o pano de fundo para nossa derivação, que é uma malha (grid) em
todo o R3. Ela é um produto tensorial de malhas unidimensionais uniformes e portanto, consiste
de células com faces retangulares. Os campos escalares definidos na malha serão associados ou
com os nós ou com os centros das células e, os campos vetoriais, associados ou com as arestas ou
com as faces. Introduziremos os operadores diferenciais discretos e veremos que eles satisfazem
exatamente as identidades diferenciais do cont́ınuo, como por exemplo ∇×(∇) ≡ 0, ∇·(∇×) ≡ 0
e a existência de potenciais para campos irrotacionais.

Depois, como queremos análogos dos teoremas integrais, definiremos as integrais das funções
sobre a malha. Ao invés de trabalhar com integrais sobre regiões, superf́ıcies ou curvas, intro-
duziremos o conceito de cadeias e as usaremos como regiões de integração. Com isso, poderemos
provar os teoremas integrais fundamentais (Stokes, divergência e potencial). Com esses resul-
tados, teŕıamos ferramentas suficientes para provar leis de conservação discretas para sistemas
que tem essas leis no cont́ınuo.

Por último, um passo chave na construção do nosso modelo, será a introdução da malha
dual. Ela será uma cópia transladada da original com a seguinte propriedade: nós da malha
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dual estarão no centro das células da malha original e vice-versa, arestas da malha dual serão
perpendiculares a faces da malha original que interceptarem essa aresta e vice-versa. Depois,
com a introdução de um operador ∗ (um análogo do operador ∗ de Hodge) entre os campos
definidos nas duas malhas, poderemos definir os análogos escalares e vetoriais do Laplaciano
(divergente do gradiente e rotacional do rotacional). Os resultados serão resumidos em termos
de uma sequência exata de espaços e operadores.

R −−−−→ VN
G

−−−−→ VE
R

−−−−→ VF
D

−−−−→ VC −−−−→ 0
∗ l ∗ l ∗ l ∗ l

0 ←−−−− VC∗
D

←−−−− VF∗
R

←−−−− VE∗
G

←−−−− VN ∗ ←−−−− R

Daremos ênfase à construção de um cálculo discreto para problemas independentes do tempo,
sem condição de contorno. Apresentaremos os resultado em termos de cálculo vetorial porque ele
é mais frequentemente usado nas descrições do cont́ınuo. Quando o cálculo vetorial demonstrar
ambiguidade, faremos uso de formas diferenciais.

A teoria apresentada é formal no sentido que os objetos, como as integrais, serão definidos
sobre toda a malha. Para garantir convergência, assumiremos que alguns campos tem suporte
limitado.
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