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RESUMO

O que desejamos mostrar com esse trabalho, é o potencial significativo de uma das mais
importantes desigualdades utilizadas no estudo de otimizacao de fungoes convexas.

Johan Valdemar Jensen, era um engenheiro de telecomunicagoes dinamarqués, que nas horas va-
gas trabalhava como um matematico amador. Apesar de nao ser tao conhecido, Jensen produziu
algumas contribuicoes importantes na matematica, a mais conhecida delas é sua desigualdade
publicada em 1906, na Acta Mathematica.

A desigualdade de Jensen aparece em muitas formas. Na sua forma mais simples, temos:

f(a1) + f(az)
2

a1 + ag
2

< f( )-

Uma caracteristica essencial dessa desigualdade é que ela pode ser generalizada para mais
de dois pontos. Assim, dizemos que uma funcgao f: I— R é dita convexa em R quando:

f((1 = a)z142) < (1 —a)f(z1) + (22),

para todos os pares de pontos (z1,x2) em I e todo a€(0,1). De modo anédlogo, uma funcao
f: I— R é dita concava em R ,se:

f((A=a)z1+2) = (1 — ) f(z1) + (22),

para todos os pares de pontos (z1,x2) em I e todo a€(0,1).
Vale a seguinte:

Proposicao Sejam I um intervalo da reta e f : I — R uma funcao. Se x1,...,z, € L e t1,...,t,
€ [0,1], com 1 + ... + t,=1, entdo t;x1 + ... + t,x, € I, valem as desigualdades de Jensen:
(f convexa e f concava, respectivamente)

f(tll‘l “+ ...+ tnxn) < tlf(ftl) + ...+ tnf(l‘n), (1)

Ft121 4 oo+ tazp) = 1 f (@) + oo+ tof (). 2)

Prova. Utilizando o Segundo Principio de Indugao sobre n>1, sendo f convexa (o caso concava
¢é analogo). O caso n=2 ¢é a prépria definicao de convexidade de f. Supondo que a desigualdade
acontece para quaisquer nimeros 1, ...,x, € I e t; + ... +t, com t; + ... + t,=1, para p=2,...,n,
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verifiquemos que se tem a desigualdade para p=n+1. Assim para todos x1,...,x, € L e t1,...,t,
€ [0,1], com 1 + ... + t,=1, temos:

tix1 +...+thx, € I e f(tl.%'l—l—...—i-tnwn) Stlf(l‘l)—l—...—i-tnf(l‘n).

Consideremos 1, ...,xp41 € I € t1,...,tp+1 € [0,1], com t1 + ... + t,, + tp4+1 = 1. Suponhamos
que tpy1 # 1 (se tp41 = 1, entdo t; = ... = t, = 0 e nada hé a ser demonstrado).
Logoti 4+ ...+t =1—t,41.

. t
Definindo Z:W =8171 + ... + $pTp, onde s; = ﬁ, como vale para n=2,
n

—tn

tix1 + ... +tphxn
1- tn—‘rl

ftizr + o+ tap1zn1) = F((1—tnp1)( )+ tnt1Zn41) =

= f((l - thrl)Z + tn+1xn+1) < (1 - thrl)f(Z) + thrlf('InJrl)’ (3)

ja que f é convexa. Como s1 + ... + s,=1, segue da hipdtese de inducao que z € I. Dali:

f(2) = f(s121 + oo 4 sn20) < s1f(21) + oo+ snf(2n) =

= tilf(wl)*

1- tn-{—l

tn

-t mf(xn) (4)

Juntando as desigualdades (3) e (4) , obtemos:

f(tlml 4+ ...+ tn{L'n) < tlf(xl) 4+ ...+ tnf(xn),

ou seja, vale a desigualdade também para n. Pelo Segundo Principio de Indugao segue que a
desigualdade (1) é valida para todo n > 2

Como uma primeira aplicagao, se considerarmos uma fungao céoncava f(x)=In x, mostra-se
utilizando a desigualdade de Jensen que:

1+ ... + T
Vxy.tp < ———mM
n

que é a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

O principal objetivo deste trabalho, é mostrar que a Desigualdade de Jensen pode ser exten-
dida para o espago das fungoes integraveis segundo Lebesgue.
Referéncias

[1] Neto, A.C.M., Desigualdades Elementares, Eureka!, n°5. OBM, 1999.
[2] Hlenka, V., Principais propriedades de fungoes convexas. UFPR, Curitiba, 2006.

[3] Lima, Elon L., Analise Real. Volume 1. IMPA, Rio de Janeiro, 1995.





