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Resumo: Neste trabaho, apresentamos uma pertubacdo do homomorfismo de Minkowski, para
a geracdao de reticulados no R™ via ideais do anel dos inteiros algébricos de uma extensdo finita
dos racionais. Além disso, apresentamos resultados que permitem calcular a densidade de centro
dos reticulados obtidos via esta pertubacao. Finalmente, apresentamos exemplos de reticulados

obtidos via este homomorfismo, fazendo uma comparagdo entre as suas densidades de centro.
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1 Introducao

As aplicagoes de reticulados estao fortemente ligadas na teoria da informagao, mais especifica-
mente, nas transmissoes e também no armazenamento de dados. O objetivo é obter reticulados
no espago euclidiano, onde a parte coberta pelas esferas (com raio méximo e que a intersec¢ao de
quaisquer duas esferas seja apenas um ponto) centradas em seus pontos seja a maior possivel.
Mas isso, estd ligado a um outro parametro, chamado densidade de centro. Deste modo, neste
trabalho, apresentamos um novo método de gerar reticulados no R" através de uma pertubacao
do homomorfismo de Minkowski. Também, apresentamos resultados que permite calcular a
densidade de centro de tais reticulados. Ferrari [2], via o homomorfismo de Minkowski, apre-
sentou familias de reticulados de dimensées 2, 4, 6 e 8 com densidade de centro 6tima. Assim,

nosso objetivo com esta nova versao do homomorfismo de Minkowski, é obter reticulados de
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dimensoes 2 a 8 com densidade de centro 6tima, que ainda é um problema em aberto parte este
homomorfismo.

Assim, na Secao 2, apresentamos o conceito do homomorfismo de Minkowski, juntamente
com resultados que permite calcular a densidade de centro dos reticulados obtidos via este
homomorfismo. Na Secao 3, apresentamos a perturbacao o4, onde extendemos os resultados da
Secao 2 para os reticulados obtidos via este homomorfismo. Assim, fixados Q C L uma extensao
finita de corpos e A um ideal contido no anel dos inteiros algébricos de L, vimos que a imagem de
A por o, é um reticulado e obtemos a expressao para a sua densidade de centro. Para finalizar,
na Secao 4, apresentamos um estudo comparando os reticulados obtidos via o homomorfismo
de Minkowski e a perturbagao o, com o intuito de encontrar reticulados de alta densidade de

centro.

2 Homomorfismo de Minkowski

Sejam Q C L uma extensao de grau n. Tem-se que existem n monomorfismos distintos o; : L —
C, uma vez que o polindmio minimal de um elemento primitivo de L. sobre Q tem somente n raizes
em C. Se 0j(L) C R diz-se que o; é real, caso contrério, o; é dito imagindrio. Quando todos os
monomorfismos sao reais diz-se que L é um corpo totalmente real e quando os monomorfismos sao
todos imagindrios diz-se que L é um corpo totalmente imaginario. Se o : C — C é a conjugacao
complexa, entao para todo j = 1,...,n, tem-se que a o 0; = 0}, para algum 1 < k < n, e
que 0j = 0}, se, e somente se, 0;(L) C R. Assim, usando  para denotar o nimero de indices,
tal que o;(L) C R, podemos ordenar os monomorfismos o1, ..., 0, de tal modo que o1,...,0.,
sejam os monomorfismos reais e que 0y, 1r,+j = Or 45, Para j = 1,...,72. Desse modo, n — 1y ¢

um numero par, e assim podemos escrever ry + 2ry = n.

Definicao 2.1 Seja z € L. um elemento. A aplicagdo o, : L. — R"™ definido por
U]L(x) = (01 (‘T)7 <o 0rg ($)7 éRO’Tl-H (x)v %UT‘1+1(‘T)7 SRR §]%(3'7"1-"-7“2 (x)v SOry 4 (l‘)),
é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo candnico (ou Minkowski),

onde as notagoes R(B) e I(B) representam as partes real e imagindria do nimero complexo 3,

respectivamente.

Uma das aplicacoes deste homomorfismo é a geragao de reticulados no R”, onde os princi-
pais parametros podem ser obtidos via teoria algébrica dos nimeros, através de propriedades

herdadas de L. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.
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Definigao 2.2 Sejam Q C L uma extensdo de graun, o1,...,0, 0s monomorfismos de . em C

e{ai,...,an} uma base de L sobre Q. Definimos o discriminante de L sobre Q por
DL =D(ay, -, o) = det(oi(a;))’.
Definigao 2.3 Seja Q C L uma extensdo de grau n.

1. Dizemos que um elemento o € I é um inteiro algébrico, se existe um polindmio monico

ndo nulo f(xz) com coeficientes em Z tal que f(a) = 0.

2. O conjunto Op, = {a € L: « € um inteiro algébrico} é um anel chamado anel dos inteiros

algébricos de L.

Definigao 2.4 Sejam Q C L uma extensdo de grau n, O, o anel dos inteiros algébricos de L e

A um ideal ndo nulo de Op. Definimos a norma do ideal A como sendo o nimero de elementos

do anel quociente O/ A, ou seja, N(A) = o(OL/A).

Proposicao 2.1 [3] Seja Q C L uma extensao de grau n. Se M C L é um Z-mddulo livre de

posto n e se (x;)1<j<n € uma Z-base de M, entao op,(M) € um reticulado no R", com volume

Vol(ow (M) = 27| | det_ (a(a1)]

onde ro € a metade dos monomorfismos imagindrios.

Proposicao 2.2 [3] Se Q C L ¢é uma extensio de grau n, Dy o discriminante de L, Op o
anel dos inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de O e r9 a metade do nimero de

monomorfismos imagindrios, entdo op,(Or) e o(A) sao reticulados, com respectivos volumes,
Vol(op(OL)) = 272Dz e Vol(on(A)) = Vol(on,(OL))NL(A).

Proposigao 2.3 [3] SeQ C L é uma extensao de graun, Dy, o discriminante de L, Or, o anel dos
inteiros algébricos de 1L, A um ideal nao nulo de O, e ro metade do nidmero de monomorfismos

imagindrios, entdo a densidade de centro do reticulado op,(A) é dada por

_ 272 (p(on(A))"
DL|ZNL(A)

onde p(or(A)) € o raio de empacotamento do reticulado or,(A).

d(oL(A))

Definigao 2.5 Sejam Q C L wma extensao de grau m, com n = [L : Q], e o1,...,0, 0s
monomorfismos de L. em C. Dado um elemento o € 1L, define-se o tra¢o e a norma de «

relativamente a extensao Q C 1L, como sendo

Tri(e) => oi(a) e Np(o)=]]oi(a).
i=1 i=1

— 291 —



Proposicao 2.4 [1] Se Q C L ¢ uma extensdo de graun e x € L, entdo |oL(z)|? = cLTry(27),

onde

1, se L for totalmente real.
C]L =
50 € L for totalmente imagindrio,

onde T € a conjugacdo complexa de x.
Observagao 2.1 SeQ C L € uma extensao de grau n, totalmente real ou totalmente imagindria,
OL o anel dos inteiros algébricos de . e A um ideal nao nulo de Oy, entdo podemos reescrever

o raio de empacotamento do reticulado or,(A) da sequinte forma:

ploL(A)) = %min{|aL(x)|, reA xv#0}= ;mm{ caTrL(zT), v € A, x # 0} ,

onde c1, € dado pela Proposi¢ao 2.4.

Proposigao 2.5 [2] Se Q C L € uma extensdo de grau n, totalmente real ou totalmente ima-

ginaria, O, o anel dos inteiros algébricos de . e A um ideal ndo nulo de O, entdo a densidade de
1 t2

centro do reticulado oy,(A) € dada por §(o1(A)) =

on|Dy |2 NL(A)

A, x #0}.

, onde t = min{Try(2T), © €

Exemplo 2.1 Se L = Q((g), onde (s € uma raiz sexta da unidade, e A = (gOr € um ideal de
OL =Z[(], ention =[L: Q| =2, DL =43 e NL(A) = 1. Se x € A, entio x = (s(ap + a1(s),
com ag,a1 € Z, e assim Try o(2T) = 2(af + apar + af). Portanto, t = min{Tryo(2T) : x €

A,z # 0} = 2, pois € suficiente tomar ap =1 e a; = 0, e deste modo a densidade de centro é

dada por:
0 A ! /2 0, 28868

O] == =Y, )

( IL( )) 2n|D]L|1/2 N]L(A)
que € uma densidade de centro otima para esta dimensao.
3 A perturbagao o,
Sejam Q C L uma extensao de grau n e 01,09, - - -, 0, 0s homomorfismos de L em C, ordenados
de modo que o; é real para ¢ = 1,2,---,r1 € Op 4ro4j = Op 15 Para j = 1,2,--- 79, onde 7o

representa a metade dos homomorfismos imaginarios.

Definicao 3.1 Seja x € L um elemento. A perturbacdo o, : L — R™ do homomorfismo de

Minkowski € definida como

UO&(£) = (\/0710-1 ($)’ SR \/(TmaTl (l‘), RS %(\/ Qri+ro0ri+ry (IL‘)), %(\/ Qri+ro0ri+rg (:E))),

onde o; = oi(a) > 0, oi(a) € R, para todo i = 1,2,...,71 + r2 e as notagoes R(F) e I(B)

representam as partes real e imagindria do nimero complexo 3, respectivamente.
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Proposicao 3.1 Seja Q C L uma extensao de graun. Se M C 1L € um Z-mdodulo livre de posto

n e se (xj)i<j<n € uma Z-base de M, entdo oo (M) € um reticulado no R™, com volume

Vol(oa(M)) = by ‘1§%eifgn(aj(wk))”

onde
o by = (NL(a))2 se L for totalmente real,
e by = Z%n(NL(a))% se L for totalmente imagindrio, e

e NL(a) € a norma do elemento o € L.

Corolario 3.1 Se Q C L € uma extensao de grau n, Dr, o discriminante de L, Or, o anel dos
inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de Op, e N(A) a norma do ideal A, entio o,(OL)

e 04(A) sao reticulados, com respectivos volumes,
Vol(0a(OL)) = ba|DLIZ € Vol(04(A)) = ba|DL|ZNL(A).

Coroléario 3.2 Se Q C L € uma extensao de grau n, Dy, o discriminante de L, Or, o anel dos
inteiros algébricos de L, A um ideal nao nulo de Op, e NL(A) a norma do ideal A, entio a
densidade de centro do reticulado c,(A) € dada por

oy — ()
Sloa(A) = e

onde p(or(A)) € o raio de empacotamento do reticulado or,(A).

Proposicdo 3.2 Se Q C L € uma extensio de grau n e x € L entdo |o4(7)|?> = caTrL(aaT),

onde

1, se L for totalmente real
Ca =19 1
o se L for totalmente imagindrio,

eT € a conjugacao complexa de x.

Observacao 3.1 SeQ C L é uma extensao de grau n, totalmente real ou totalmente imagindria,
OL o anel dos inteiros algébricos de L e A um ideal ndo nulo de O, entdo podemos reescrever

o raio de empacotamento do reticulado o,(A) da sequinte forma:

ploa(A)) = %minﬂaa(aﬁ)], reA x#0}= ;mm{ coTry(ax), x € A, x # 0} ,

onde

1, se L for totalmente real
Ca =931 . L
> se L for totalmente imagindrio,
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Proposicao 3.3 SeQ C L € uma extensdo de grau n, totalmente real ou totalmente imagindria,
OL o anel dos inteiros algébricos de L e A um ideal ndo nulo de Oy, entdo a densidade de centro
do reticulado o,(A) € dada por

B 1 ta"?
~ 2%(|DLINL()) /2 NL(A)’

onde to, = min{Try(axT), x € A, x # 0}.

3(0a(A))

Exemplo 3.1 Se L = Q((s), onde (s € uma raiz sexta da unidade, o« =2 ¢ A = (1 — ()OL
¢ um ideal de Op, = Z|(g], entao [L: Q] =2, D, = £3, M(a) =4 e N(A) = 1. Sex € A,
entdo x = (ag +a1(s)(1 —(g), com ag,a1 € Z, e assim Try(axT) = 4(ak + a2 + apay). Portanto,
ta = min{Try(azxT) : x € A,z # 0} = 4, pois é suficiente tomar ag =1 e a1 = 0, e deste modo
a densidade de centro € dada por

1 n/2

) D) N

que € uma densidade de centro otima para esta dimensdo, ou seja, com a mesma densidade de

centro do reticulado As.

Exemplo 3.2 Se L = Q((s), onde (3 € uma raiz oitava da unidade, A = ((s + (2)O um ideal
de Op = Z[¢s) e a = 3 —2(C + (g') € O, entio [L : Q] = 4, D, = £256, N(A) = 2 ¢
N(a)=1. Sex € A, entio x = ({3 + C2)(bo + b1(s + b2CZ +b3(3), com by, by, be, b3 € Z, e assim
Try jg(oxT) = 8(b§ — boby 4 bf — biba + b3 4 bobs — babs 4 b3). Portanto to = min{Try jg(eaT) :
x € A,z # 0} =8 e deste modo a densidade de centro € dada por

1 t n/2

«

- 27(| DLINL g (a)]Y/2 Mg (A)

que € uma densidade de centro otima para esta dimensdo, ou seja, com a mesma densidade de

§(0alA)) = 0,125,

centro do reticulado Ay.

4 Relacao entre o, e o,

Sejam Q C L uma extensao de grau n, Op, o anel dos inteiros de L, 01,039, ..., 0, 0os homomor-

fismos distintos de L em C, .4 um ideal nao nulo de O, e um elemento « € O, tal que o;(a) € R

e oi(a) >0, parai=1,2,...,n. Comparando os reticulados op,(.A) e 0,(.A), temos os seguintes
fatos.
1. Os reticulados op,(A) e 04(A) sdo iguais se o; = 1, para i =1,2,---, 11 + ro.

2. A densidade de centro do reticulado op,(.A) pode ser inferior a densidade de centro do reti-
culado 0, (.A), conforme Exemplo 4.1. Deste modo, via este homomorfismo temos um novo

método para obter reticulados com densidade de centro 6tima.
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Exemplo 4.1 Se L. = Q(2), A = (3 — 2V2)OL ¢ um ideal de Op = Z[V2], e
a=104+7V/2 € Op, ention = [L: Q] =2, DL = 8, M.(A) = 1 e Mp(a) = 2. Sex € A,
entdo x = (3 — 2v/2)(ap + a1V2), com ag,a1 € Z. Assim, Try(xT) = 34ad + 68a? — 96apa; e
Try(axT) = 4at + 8a3 — 8agay. Portanto, t =2 e to, = 4, e as densidades de centro sio dadas
por:

1. sem perturbagao: §(op,(A)) = W % =0,17677

tan/Q

1
(IDLIV (a))/2 NL(A)

2. com perturbagio: 6(0a(A)) = 5 =0,25.

Neste caso, tem-se que §(o,(A)) < 6(0a(A)).
Exemplo 4.2 SeL = Q(v/2), A= (6+4v2)Oy é um ideal de O1, = Z|\/2], e a« = 2 € Oy, entdo
n=[L:Q =2, D=8 M(A) =4 eN.(a) =4. Sex € A, entdo v = (6 +4v2)(ap + a1v/2),

com ag,a; € Z. Assim, Try(2T) = 136a3 + 27203 + 384apa; e Try(axT) = 272a3 + 544a? +

768apay. Portantot =8 ety = 16, e as densidades de centro sao dadas por:

1. sem perturbagao: §(op(A)) = W % =0,17677.

~ n/
2. com perturbagao: §(o,(A)) = 2"(|DLI/\1fL(a))1/2 /f/i(j) =0,17677.

Neste caso, tem-se que 6(o1(A)) = §(0a(A)).
Exemplo 4.3 SeL = Q(v3), A= (3—+/3)OL ¢ um ideal de Oy, = Z[\/3], e a = 2+/3 € O,
entdon = [L:Q] =2, DL =12, NL.(A) =6 e M.(a) = 1. Se x € A, entdo z = (3 — V/3)(ag +

a1v/3), com ag,a1 € Z. Assim, Try(2T) = 24a2 + 7243 — T2apa1 e Try(azT) = 1242 + 36a3.

Portantot =24 et, =12, e as densidades de centro sao dadas por:

1. sem perturbagdo: §(o1(A)) = W % =0, 28868.

~ n/2
2. com perturbagao: §(on(A)) = 2"(|DLIJ\1fL(a))1/2/€/(i(A) =0,14434.

Neste caso, tem-se que 6(or,(A)) > d(0a(A)).
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