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RESUMO

O matematico Leonhard Euler, em meados do século XVIII, determinou analiticamente uma expressao
para o calculo da forca critica “P,” (ou limite) de compressdo em colunas bi-articuladas, mediante a
resolucéo da equacéo diferencial que contempla o modelo de Vigas de Bernoulli'.

Na engenharia de estruturas, sub-area da engenharia civil, em geral, os elementos estruturais sao
projetados de maneira a se evitar o fenémeno de instabilidade, que surge para valores de forgas de
compressdo acima do valor critico. A forca critica de colunas depende fortemente da geometria da
secdo transversal do elemento estrutural (momento de inércia), do modulo de elasticidade do material
e da forma como o mesmo é vinculado (forma de fixacdo). Para colunas vinculadas por apoios (ndo
impedem o giro da peca), como é o caso do problema proposto e resolvido por Euler, a 1% carga critica
¢ obtida por intermédio de métodos analiticos de célculo. Em se tratando de colunas engastadas-
articuladas, a determinacéo da forca critica requer o emprego de métodos aproximados de calculo.

Em geral, na literatura atual referente a Mecénica dos Materiais, a solucdo da equacdo diferencial
(funcdo campo de deslocamentos) ndo é abordada em detalhes, apresentando pequenos trechos do seu
desenvolvimento e, indicando, na maior parte, a “metodologia de tentativas” para o calculo de P.
Neste contexto, o presente trabalho objetiva a aplicacdo de métodos deterministicos, em particular os
Métodos de Newton (Newton com aproximacdo linear (MNL), Newton fixo (MNLF) com
aproximacao linear e Newton com aproximacdo quadratica (MNQ) na resolu¢do da equacgdo nao-linear
para o calculo da forca critica de colunas, com o intuito de se verificar a eficiéncia de ambos e
evidenciar suas restricbes. A equacdo diferencial que contempla o problema de instabilidade de
colunas engastadas-articuladas é expressa por:
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onde, v(x) denota a funcdo deslocamento na ordenada “x” ao longo do dominio da barra, e P a forca
aplicada no centro de gravidade da secdo transversal da peca, Ha a reacdo horizontal que surge no
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apoio fixo e a2 = 7 Um parametro utilizado que relaciona a forca P, o0 modulo de deformacéo

longitudinal E e 0 momento de inércia | da secdo transversal.
A equacdo (1) é uma equacao diferencial linear de segunda ordem ndo homogénea com coeficientes
constantes, cuja solucdo € expressa por:
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As constantes C;, C, e 0 valor de Ha da equacdo (2) sdo obtidos mediante a imposicdo de trés

condi¢Bes de contorno, sendo: v(0)=0, v(I)=0 e d';(;) (x =10)=0. A aplicagdo das condicdes de

contorno juntamente com algumas simplificacGes algébricas, ddo origem a equagéo:
tg(a.L) = a.L 3)

Realizando-se uma substituicdo de varidveis na equacdo (3) e reescrevendo-a na forma de funcéo
(f: R - R), temos:

! Vigas onde as secbes transversais permanecem planas e ortogonais ao eixo da barra antes e apés a sua
deformacéo.
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fG)=tgx)—x, x>0 (4)

O valor da forga critica de compressdao para colunas articuladas-engastadas € expresso por
P.. = (E-I-x?)/L?, sendo x solugdo da equacio (4).

Algumas versbes dos Métodos de Newton aplicados na resolucdo de problemas de otimizacdo
podem ser encontradas no trabalho de Christoforo [2]. Estes métodos sdo fundamentados no
desenvolvimento em Séries de Taylor da funcéo f nas vizinhangas de um ponto, tendo suas versfes no
truncamento dos termos da mesma. As equacfes de recorréncia dos métodos de Newton aqui
utilizados MNL, MNLF e MNQ séo expressas respectivamente por:
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E importante observar que no MNLF, a derivada é avaliada apenas sobre a estimativa inicial
aferida, mantendo-se constante ao longo do processo iterativo.

Para a avaliacdo da eficiéncia destes métodos no célculo da raiz da equacdo (4), foram
desenvolvidos trés programas na plataforma do software Mathcad 2000. As Figuras 1 e 2 ilustram
respectivamente os graficos das seqiiéncias de valores geradas pelos métodos confrontando nimero de
iteragdo com raiz aproximada e nimero de iteracdo com o erro associado, partindo-se de uma
estimativa inicial xg=4,71 e tolerancia igual a £=1.10".
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Figura 1: Iteracdo X raiz aproximada. Figura 2: Iteracdo X erro.

Varias tentativas foram realizadas na busca da solu¢éo do problema e, para estimativas iniciais muito
proximas e inferiores a 4,71, os Métodos de Newton Linear (MNL) e Fixo (MNLF) apresentaram
convergéncia, porém, o MNL necessitou de doze iteracdes para a determinacéo da raiz aproximada, ja,
0 MNLF, de 693, assim como esperado segundo a ordem de convergéncia de ambos os métodos. O
emprego direto do MNQ (com ordem de convergéncia clbica) para determinacdo da raiz do problema
ndo apresentou ser eficiente devido a quantidade de estimativas iniciais utilizadas para a determinacgéo
de uma sequéncia de valores convergentes. Uma forma alternativa de resolver este problema seria a
utilizacdo de métodos hibridos, como a utilizacio do MNF como estratégia de céalculo para a
determinacdo de uma estimativa inicial mais préxima do problema e a partir desta nova estimativa,
empregar o MNQ. Portanto, 0 MNF segundo a abordagem aqui utilizada mostrou ser o mais eficiente
dentre os demais e a solugdo encontrada para o problema, segundo a tolerancia pré-definida, é igual a
4,4934. Dessa forma, a expressdo para o calculo da carga critica é P, = (E - I - 4,49342) /L2,
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