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RESUMO

Curvas de Nivel

Curvas podem ser descritas por equagdes cartesianas f(x,y) = ¢, onde f é uma funcdo de = e y
em ¢ € R. Deste ponto de vista uma curva é o conjunto de pontos C' : {(z,y) € D | f (z,y) = ¢}
que satisfazem a equacé@o f (x,y) = c. Neste trabalho de iniciagdo cientifica, pretendemos estudar uma
férmula de curvatura particular que aparece no artigo [2]. Pretende-se estender esta férmula de curvatura
de curva plana para curva plana no espago, isto &, a curva de intersecdo de uma superficie com o plano
z = c. A férmula apresentada no teorema 2 vale para qualquer g (x,y, z) = ¢, porém por ser um trabalho
de iniciag@o cientifica e estar no inicio de trabalho, vamos nos ater para g (x, y, z) ser um plano.

Definicao 1 (Curvas Implicitas) A curva implicita é o conjunto de pontos (x,y) que satisfazem a
equagdo f(x,y) = ¢, isto é, C: {(x,y) € R? | f (z,y) = c}.

O vetor Vf = (fz, fy) é o vetor gradiente e o vetor T'an(f) = (fy, —fz) é o vetor tangente a

T
curva de nivel. A matriz V(Tan(f)) = L I é gradiente aplicado no
fyy _fa:y _facx _fa;y

tangente. Os simbolos * e X sdo o produto de matrizes e o produto vetorial, respectivamente.

Teorema 1 (Goldman) A curvatura da curva implicita C : {(z,y) € R? | f (z,y) = c} é:

L |Tan(f) =V (Tan(f)) x Tan(f)T|
Iy =Sl
Definigdo 2 A curva de nivel da fungdo vetorial F : D C R® — R2, definida por F(z,y,z) =

(f(z,9,2),9(2,y,2)), édada por: C : f~((c1,¢2)) = {(2,9,2) € R® | F(x,y,2) = (c1,¢c2)}, isto
é’[f($7y7z) = cl] N [g(l',y,Z) = 02]'

A curva de nivel ¢y da fungdo z = f (z,y), pode ser escrita como o conjunto de nivel ¢ = (0, ¢c3)
de Fdadapor F : D C R® — R2 F(x,y,2) = (f (z,y,2),2), isto &, F~10,¢1) = {(z,y,2) |
(f ('rvya Z) 72) = (0762)}7 isto €, (f ($7y7 Z) = 0) (Z = 62) :

Curvas mais gerais em R? podem ser definidas pelo conjunto de pontos que satisfacam ao mesmo
tempo o par de equagdes f (z,y,2) = ¢1 N g (z,y,z) = co. Como dito acima, a superficie g (z,y, z) =
z = cg serd um plano.

Teorema 2 A curvatura da curva de nivel (f (x,y,z) =0) N (g(z,y,2) =), quando g (x,y,z) =
z = c é dada por
(Vf xVg)«V(Vf xVg) x (VfxVg)|

k= 3
[(Vfx Vg
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Prova: Temos que a curvatura para curvas implicitas no plano é dada por

o !Tan(f) * V (Tan(f)) x Tan(f)T|

I(fy s —fo)l?
to) | 2 T Dot
k= fyy fmy
I(fy, —fo)lI? 7
se acrescentarmos zeros na terceira coordenada, tem-se
fya: _fxx 0 T
(fy,_fxyo)* fyy _fmy 0| x (fya_fmao)
0 0 0
]’{7 — 3 )
”(fy7_f9670) |

como (fy, —fz,0) = Vf x(0,0,1), tem-se

(Vfx(0,0,1))« V(Vfx(0,0,1)) x (Vf x(0,0,1))

k — 3 )
IV (0,0,1)]]

e Vg =1(0,0,1), tem-se

(VI xVg)*V(Vf xVg) x (V[ *xVg)|

k= 3
[(Vfx Vg

Exemplo 1 Seja dado o cilindro de raio R, por f(x,y,z) = 22 +y? — R?> = 0 e o plano no nivel c, por
g(x,y,2) = z = c. Aintersegcdo f N g nos fornece as curvas de nivel de f no nivel c.

Vf=(22,2y,0), Vg =(0,0,1) e Vf x Vg = (2y, —2x,0)
0 -2 0
VIVixVg) =12 0 0] e (VfxVg)*«V(VfxVg)=(—4z,—4y,0)
0 0 0
i ik
[(VfxVg)«V(VfxVg)]x(VfxVg)=| -4z —4y 0 |=(0,0,8(z*+y?))
-2y 2z O

I[(Vf x Vg)* V(Vf x Vg)] x (Vf x V)| =8 (22 + y?) = 8R?

I(Vf x Vo)l = V4y? + 42% = 21/y? + 22 = 2R

I(VfxVg)«V(VfxVg)]x(VfxVg)|| 8R?

1
k) = 1(Vf x Vo)l SR R
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