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RESUMO

O estudo de equações diferenciais de segunda ordem é de constante interesse em várias áreas
da matemática aplicada e engenharia, tais como, sistemas mecânicos, máquinas sujeitas a vi-
brações, aeronaves, automóveis, entre outras. Neste trabalho foram estudados e comparados
graficamente alguns métodos encontrados na literatura para se obter a solução de problemas de-
nominados não-clássicos, problemas não desacopláveis através da análise modal. Consideremos
a equação de segunda ordem do movimento

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) = f(t), x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0 (1)

onde a matriz de massa M , a matriz de amortecimento C e a matriz de rigidez K são de ordem
n × n, reais, simétricas e positivas definidas, f(t) é o vetor força externa de ordem n × 1 e x(t)
é o vetor deslocamento. A resposta forçada de (1) pode ser obtida pelo método do espaço de
estado ou através do método operacional escrita em termos da convolução, isto é

x(t) = (ḣ(t)M + h(t)C)x0 + h(t)Mẋ0 +

∫ t

0
h(t − τ)f(τ)dτ

onde h é a resposta impulso do problema (1) com condições iniciais x(0) = 0 e Mẋ(0) = I.

A resposta impulso pode ser calculada pela expressão

h(t) =
2n
∑

j=1

j−1
∑

i=0

bid
(j−i−1)(t)h2n−j

onde bi são os coeficientes do polinômio caracteŕıstico p(s) = s2M + sC + K, d(t) é a função
que satisfaz um problema de valor inicial e hk satisfaz uma equação matricial em diferenças
associada a (1). Para maiores detalhes, veja-se [2], [1].

Em [3] a resposta impulso associada a problemas não clássicos é dada por (2) sendo λk os
autovalores, uk os autovetores do problema direto, vk os autovetores do problema adjunto e γk

constante

h(t) =
2n
∑

k=1

λk

γk

eλktukv
∗

k. (2)
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Figura 1: Comparação das soluções obtidas pelos diferentes métodos

Através do teorema modal é posśıvel escrever (1) como um sistema de coordenadas normais.
Considerando Φ a matriz modal não amortecida ortogonal e x(t) = Φq(t), obtém-se

q̈(t) + C∗q̇(t) + Ω2q(t) = g(t), q0 = φT Mx0, q̇0 = ΦT Mẋ0 (3)

onde q(t) é o vetor coordenada normal, I = ΦT MΦ, Ω2 = ΦT KΦ, C∗ = ΦT CΦ, g(t) =
ΦT f(t), e Ω é a matriz diagonal cujas as entradas são as frequências naturais do sistema não
amortecido. Quando C é atrito proporcional, fraco ou os termos M−1C e M−1K comutam é
posśıvel desacoplar também o termo C∗ = ΦT CΦ. Caso contrário o amortecimento viscoso é
dito não-clásssico. Para desacoplar o termo de amortecimento, [4] realiza uma transformação de
coordenadas ortogonais através de uma matriz P pela substituição de q(t) = Pr(t), de forma
que as n equações de movimento em r(t) tenham termos de acoplamento despreźıveis e então
despreza-se os elementos fora da diagonal de C∗∗ = P T C∗P e de K∗∗ = P T K∗P . Em [5], é
sugerida a eliminação dos elementos fora da diagonal na matriz C∗, resultando então um sistema
desacoplado. Para efeitos de comparação, consideramos o sistema

{

q̈1

q̈2

}

+

[

1.559 −0.2
−0.2 1.6

] {

q̇1

q̇2

}

+

[

3.8 0
0 4

] {

q1

q2

}

=

{

1
1

}

sen(2t)

com condições iniciais nulas.
Na Fig.(1) apresentam-se os resultados das simulações, onde observa-se que o método pro-

posto por [5], mesmo para um sistema considerado subamortecido, apresenta um erro em relação
aos demais métodos estudados.
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