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RESUMO

O pêndulo elástico é um sistema mecânico constituído de um suporte com excitação vertical 
periódica, uma mola de constante elástica k e uma massa m. Uma extremidade da mola é presa 
ao suporte e a outra extremidade esta presa à massa. Nesse trabalho apresentados o sistema de 
equações canônicas de Hamilton, que foram obtidas a partir da função lagrangeana e momentos 
generalizados.
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1. Equações de Movimento de Hamilton

Considerando a função lagrangeana do sistema dinâmico, obtida com a diferença entre energia 
potencial e energia cinética. Admensinados os parâmetros, temos;
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onde 21, qq representam o ângulo do pêndulo o estiramento ou compressão da mola, νκ ,
são relacionadas as freqüências naturais da mola e do pêndulo respectivamente. u  é à força de 
excitação externa ao sistema que pode ser tomada como sendo periódica e não afetada pelo 
movimento do pêndulo [2]. 

Se perseguirmos a idéia do que seria o momento generalizado para obtenção da função 
hamiltoniana, ou seja, sem formalidades matemáticas, chegamos nas equações abaixo;

( ) ( )














+=

+
−=

∂
∂

+
=

+

)cos(

1
)(

1
1

1

122

2

1
1

1
2

2
2

2

1

quqp

q
qsenuq

q
L

qq
p

˙˙

˙
˙

˙

                                                       (2)

com o espaço de fases constituído pelas coordenadas ),,,( 2121 ppqq . 
Aplicando a transformada de Legendre em (1), substituindo (2), e fazendo 0=u  vamos 

obter a função hamiltoniana para o pêndulo elástico sem a excitação vertical no suporte, que no 
caso é, uma simplificação do sistema descrito por (1). 

A função hamiltoniana é dada por
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Daí escreve as equações canônicas que formam o sistema de primeira ordem, ou seja, a 
variação das coordenadas generalizadas no espaço de fases.
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                Figura 1: Espaço de fases para o                        Figura 2 : Espaço de fases, 
                 Deslocamento x momento                                    deslocamento angular x momento.
                 radial da massa.

2. Discussão dos resultados

Foi obtido a função hamiltoniana para o pêndulo elástico com 0=u , essa simplificação 
modifica o sistema mecânico original, isto é, fica sendo o pêndulo elástico sem excitação 
vertical.  A simulação representada nas figuras 1 e 2 são razoáveis, em vista que, nestas, as 
condições iniciais foram tomadas para significar que a massa do pêndulo é solta de uma altura 
determinada por um ângulo inicial de 4/π  e com a mola levemente estirada, a fase transiente 
foi retirada. Podemos notar (figura 1 e 2) a energia sendo conservada uma característica do 
sistema hamiltoniano.  Se 0≠u  o sistema pode ser colocado na forma  10 HHH δ+= , sendo

0H  a função hamiltoniana como em (3) e 1H  a parte que não é uma função hamiltoniana, ela é 
correspondente a excitação externa suprimida ao fazer 0=u .

Um próximo passo nesse trabalho, pode ser considerar 0≠u e procurar uma solução 
analítica aproximada usando um método de perturbação adequado. 
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