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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo, apresentar e aplicar o Método das Diferengas Finitas
na resolucdo de Equagdes Diferenciais Parciais, em particular, as elipticas. A forma de obtengdo
dos operadores de diferencgas finitas é baseada na diferenciacdo de fungées polinomiais
interpolativas, diferentemente da forma usual, onde os operadores sdo determinados segundo a
expansdo em série de Taylor. Pelo exemplo resolvido, constata-se que o método é de simples
aplicacdo, além de se apresentar como uma metodologia alternativa no desenvolvimento dos
operadores de diferencas finitas. Por outro lado, a precisdo dos resultados depende fortemente
da malha ou da discretizacao do dominio do problema.

Neste trabalho, o Método das Diferencas Finitas é aplicado na resolu¢do de uma EDP
eliptica. Exemplos de aplicacio do método das diferencas finitas na solucdo de EDP's
hiperbdlicas e parabdlicas podem ser vistas em [4]. Outras variagdes do método das diferencas
finitas podem ser encontradas nos trabalhos em [3] e, mais especificamente, em relagdo a
discretizagdo de Equacdes Diferenciais Parciais, em [1]. Exemplos de aplicacdes de métodos
aproximados para equacdes do tipo hiperbélicas sdo encontrados em [2].

O Método das Diferencas Finitas destaca-se em razdo da simplicidade na forma como
os operadores diferenciais presentes nas equagdes diferenciais sdo aproximados. Como
problema modelo, aplicou-se o0 método na resolucdo de uma EDP referente a determinacdo do
fluxo de calor no interior de uma chapa. A EDP referente ao problema aqui estudado é de 2°
ordem, em razdo de serem as que mais freqilentemente aparecem em problemas da fisica,
engenharia e cuja forma geral é expressa por:
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Os operadores de diferencas finitas desenvolvidos para a aproximacgdo das derivadas de
funcdes reais de uma varidvel sdo deduzidos com base em conceitos de interpolagao polinomial.
Em particular, aqui sdo desenvolvidos operadores de diferencas finitas centrados. Como a EDP
que retrata o problema do fluxo de calor na chapa (problema modelo) é a de segunda ordem,
torna-se necessario o cdlculo do operador de diferencas que aproxima a derivada segunda da
funcdo. E importante observar que o operador de primeira derivada envolve o conhecimento da
funcdo em dois pontos, enquanto que o de segunda envolve o conhecimento da fungdo em trés.
Ambos os operadores exprimem o mesmo grau de precisdo em virtude da aproximagdo do
polindémio interpolador, cujo resto é da ordem do espagamento ao quadrado O(h?).

Como exemplo de EDP eliptica, tem-se a equacdo de bidimensional de Poisson, no qual
uma particularizacdo da equacdo de Poisson é dada pela equagdo de Laplace que, em condi¢cdes
de contorno constantes, representa a distribuicdo de uma determinada grandeza fisica em uma

superficie bidimensional.
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Figura 1: Chapa sujeita a diferentes temperaturas em seu contorno e sua respectiva discretizagao.

Para a resolucdo da EDP, torna-se necessdrio a discretizacdo do dominio da chapa. A
malha utilizada para a determinagdo das temperaturas internas da chapa confere um conjunto de
17 incégnitas, assim como ilustra a figura acima. Em particular, o problema modelo tem a
temperatura como grandeza fisica associada. A figura apresenta a chapa, elemento plano de
espessura desprezivel, sujeita a temperaturas no seu contorno advindas de fontes de calor: T} =
IOC,T2:-10C,T3:40C,T4:2OC,T5=30C,T6=50CCT7:60C.

Optou-se por determinar os operadores de diferencas finitas para fungdes reais de uma
varidvel livre e, conseqiientemente, estender essa metodologia para o cdlculo aproximado dos
operadores de derivadas parciais para funcdes reais de duas ou mais varidveis independentes.
Assim, para as varidveis u;, Up, Ujz € Uy, as equacdes em 2 ganham a seguinte redacao:
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Utilizando-se a equacdo 4 para cada um dos 17 pontos internos da chapa (Figura 1),
gera-se um sistema de 17 equacgdes lineares a 17 incdgnitas. Procedendo-se assim com todos os
pontos interiores da malha, chega-se a um sistema de equagdes do tipo AB = C, no qual a matriz
A dos coeficientes € do tipo simétrica e pentadiagonal. Para a resolucdo do sistema de equacdes
lineares foi utilizado o método da Elimina¢do Gaussiana por meio do software Open Source
VCN. A solucio obtida foi:

B" =(4,625; 4,029; 2,952; 3,633; 3,832; 3,579; 3,463; 3,366; 1,175; 1,748; 2,117;
2,368, 2,881;0,067; 0,520; 0,896; 1,694)

Por fim, a idéia de se desenvolver os operadores de diferencas finitas com uso da
derivada das fungdes interpolativas mostrou ser de simples compreensdo, evitando o
conhecimento prévio sobre Séries de Taylor. O Método das Diferencas Finitas apresentou-se
como uma ferramenta matematica de simples manipulagdo, podendo ser aplicado a resolucdo de
uma EDP qualquer. Para a obtencdo de resultados mais acurados, torna-se necessério o aumento
da malha, e conseqiientemente, do tamanho do sistema de equagdes lineares.
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