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Resumo: Dado um anel comutativo com unidade A, o nimero ¢(A,n, R) é definido como sendo
a minima cardinalidade dos conjuntos H de A™ que satisfazem a seguinte propriedade: qualquer
elemento de A" difere no méximo R coordenadas de um miiltiplo de um elemento de H. Neste
trabalho os ntmeros ¢(Z,,,n,0) sao determinados, para todos inteiros m,n > 2. Também sao
apresentados limitantes superiores para c(4,n, R), quando A = Z; ou A = Z;*. Além disso os
numeros ¢(A, n, R) serao relacionados com conjuntos livres de produto, desta relagdo obtemos
um limitante superior para ¢(Zg,3,1), quando g é poténcia de um primo p.

Palavras-chave: problema de cobertura, conjuntos livre de produto, agoes de grupo, anéis
finitos

1 Introducao

Seja V" o conjunto de todas as n-uplas de elementos de um conjunto finito de cardinalidade
q, estas n-uplas sdo também chamadas de vetores ou palavras. A distancia de Hamming entre
duas palavras u = (u1, -+ ,up) e v = (v1,- -+ ,v,) de V' é definida por d(u,v) = [{i : u; # vi}|.
A bola de centro v e raio R corresponde ao conjunto B(v,R) = {u € V' : d(u,v) < R}.
Um subconjunto C' C V" é uma R-cobertura de V", se para todo v € V" existe uma palavra
c € C tal que v € B(c, R). A minima cardinalidade de uma R-cobertura de V" é denotada por
K,(n,R). Os numeros K (n, R) sao bastante conhecidos, o problema extremal de determinar
valores ou pelo menos limitantes para estes niimeros é conhecido como problema da cobertura
e é um importante tépico da teoria combinatéria dos cédigos. (Veja [1], para mais detalhes).

Recentemente, em [2], foi proposta a seguinte variante para o problema da cobertura. Seja
F, um corpo finito com ¢ elementos, definimos ¢(F,, n, R) como a minima cardinalidade de um
subconjunto H C Fj com a propriedade que, para toda palavra v € Fy, existem o € Fg e h € H
tais que v € B(ah, R). Os melhores limitantes conhecidos para c(Fy, n, R) sao
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que foram obtidos em [2] e [3] usando, entre outras ferramentas, acoes de grupos e uma relacao
entre estas coberturas e conjuntos livre de produto.

Neste trabalho, estendemos a variante ¢, da fungéao k como segue. Estaremos considerando
sempre A como sendo um anel comutativo com unidade 1. Para um elemento h € A", seja

E(h,R) = | ] B(ah,R).
acA
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Se S C A", dizemos que o subconjunto H de A™ é uma R-cobertura curta de S quando S C
Uneg E(h, R). Definimos ¢(A,n, R) como sendo a minima cardinalidade de uma R-cobertura
curta de A™.

O problema cléassico da cobertura é um conceito puramente combinatério, depende apenas
do niimero de elementos do espago. Entretanto os nimeros ¢(A, n, R) ndo dependem apenas da
cardinalidade do anel A, mas também da sua estrutura algébrica, isto é, os nimeros c¢(A1,n.R)
e ¢(Az,n.R) podem ser diferentes mesmo quando |A;| = |Az|. Por exemplo, em [4] foi mostrado
que ¢(Z4,3,1) =4 e c(Za X Z2,3,1) = 3. A seguir mostraremos que existe uma relagdo entre
os numeros ¢(A4,n, R) e uma classe especial dos nimeros K,(n, R) e, como consequéncia desta
relagdo, obteremos um limitante inferior para c¢(A, 3, 1).

2 Limitante Inferior

Como é usual, a cardinalidade de um conjunto X serd denotada por |X|. Uma R-cobertura
curta de cardinalidade minima sera chamada de R-cobertura curta minima.

Proposicao 1. [{]. K4 (n,R) < (JA| —1)c(A,n,R) + 1.

Kalbfleish e Stanton mostraram em [5] que K4(3,1) = {qQ /2] Aplicando a proposigao
anterior obtemos.

Corolario 2. [4]. Para todo anel comutativo com unidade A, c(A,3,1) > [(JA] +1)/2]

O limitante inferior dado no Coroldrio 2 é bastante ttil, por exemplo, dele segue que
c(Zop,3,1) > p+ 1.

3 OCaso R=0

E f4cil verificar que K4(n,0) = ¢". Se F, é um corpo com ¢ elementos e H é uma 0-cobertura

n
—1
a , ou seja, c(Fg,n,0) =

curta minima de F{, entdo FgH = F, isto implica que |H| = 1

q’ q’

n_

4 — 11. Contudo, uma 0-cobertura curta de Z,; tem mais elementos. Como mostra o seguinte
rgsultado.
Teorema 3. Sejam p1,p2,...,ps primos distintos. Se m = qi1q2- -+ qs, aqui g = p;j comrj >0
para todo 1 < 5 < s, entao
Zomo) = TL(Z2) ()
ol )_]1;[1 (Pj - 1) (pj> '

4 O Caso R>0

Por ser um problema recente, pouco se sabe sobre os nimeros ¢(A4,n, R). O préximo teorema
fornece um limitante superior para c¢(A,n, R) em funcao de ¢(A,n,0), que é conhecido quando

A=17,,.

Proposicao 4. Para todo anel comutativo com unidade A e para todos inteiros positivos n e R
tais que R < n, c¢(A,n,R) < c(A,n — R,0).

Demonstracdo. Seja H uma 0-cobertura curta de A» . Entao o conjunto
K= {(hl,hg,...,k‘n_R,0,0,...,0) e A" (hl,hg,...,k‘n_R) € H}

é uma R-cobertura curta de A™.
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Corolario 5. Sejam p1,pa,...,ps primos distintos. Sem = qi1q2 - - - ¢s, aqui gj = p;j comr; >0
para todo 1 < 7 < s, entao

s pn—R -1 q; n—R—1
(Zm,n, R) < - <]> .

A seguir o limitante dado no corolédrio acima serd melhorado para R = 1 e um caso especial
de n.

Proposicao 6. Sejam p,p1,p2,...,ps primos distintos. Se t = qiq2---qs, aqui q; = p;-j com
rj >0 para todo 1 <j<sen=(p" —1)/(p—1), entdo

n—r _ 1 .° pn—l -1 o\ 2
=P () ()7
p—1 5\ pi—1 Pj
Coroléario 7. [/]. Se p € um primo impar, entao ¢(Zsp,3,1) =p+ 1.

Observamos que, nas condi¢oes da Proposi¢ao 6, diminuimos o limitante superior de ¢(Zy, n, 1)

s pn—l -1 \n—2
dado no Corolério 5 em pP~! H <]> <q]> elementos.

o\ Pl Pj

Proposicao 8. Se q € a poténcia de um primo p, entao

(Zy'sn, 1) < c(Zg;n, 1) [(177;1_—11) <Z>n1

Em particular, se n = (p" —1)/(p — 1), entao

m—1

n—r __ 1)(pn71 _ 1)m71

m (p
c(Zy',n, 1) < o1

5 Cobertura Curta, Acoes e Conjuntos Livres de Produto

Como é usual, U(A) é o grupo das unidades de A. Considere o produto direto S,, x U(A), onde
Sy denota o grupo simétrico de grau n. Para ¢ € Sy, A € U(A), e v = (v1,v2,...,v,) € A",
definimos a acao de S,, x U(A) sobre o conjunto A™ colocando

’U(%A) = (/\U(l)go*la )\0(2)@71, . ,Av(n)pfl) . (2)
Para ¢ € S, e A € A escrevemos o\ ao invés de (i, \); portanto v¥ = V@A) P = yled)
e v’ = vV, Quando um grupo G age sobre um conjunto X, denotamos a érbita de v por

v¥={v9 : g€ G}. Se Y é um subconjunto de X e H é um subconjunto de G, Y denota o
conjunto {y" : y € Y and h € H}.

O préximo resultado estabelece um método para decidir quando um candidato H é realmente
uma R-cobertura curta de A™

Teorema 9. [}]. Seja B um subconjunto de A™ invariante pela ag¢ao de S, x U(A). Se L é um
subcongunto de A™ invariante pela a¢ao de S, tal que cada drbita da a¢ao de S, x U(A) sobre
B contém um elemento v tal que d(v,ah) < R, para algum o € A e algum h € H, entio L é
uma R-cobertura curta de B.

A seguir apresentaremos uma conexao, baseada numa construgao feita em [3], entre cober-
turas curtas e conjuntos livres de produto. Esta conexao serd tutil para obtermos um limitante
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superior para ¢(Zgq, 3,1), quando ¢ é poténcia de primo. Nossa abordagem consiste em determi-
nar uma l-cobertura curta para o seguinte subconjunto de A3

UA) ={(z,y,2) : z,y,2 € U(A) and z,y, z sdo dois a dois distintos} .

O préximo passo é encontrar uma I-cobertura curta para o complemento de I/(A) em A3.

Comegamos observando que U(A) é invariante pela agdo do produto direto Sz x U(A).
Consequentemente, esta acdo sobre A% induz de maneira natural uma acdo sobre U(A).

Um subconjunto X de um grupo multiplicativo G é chamado de livre de produto em G, se
ab ¢ X para todos a,b € X.

Para uma familia P = {(x1,91), ..., (xx, yx)} de elementos de G x G, colocamos

k
AP = {1} U U A(wi,yz’)

=1

onde A, . = {z,y,27 1y~ 2y~ yz~!}. Observamos que Ap é um conjunto inverso, isto é,

Ap = (Ap)t={z7" |z € Ap}.

Teorema 10. [4]. Seja P = {(x1,x2),...(Tk,yr)} uma colecio de pares de elementos de U(A).
Se o complemento de Ap em U(A) € livre de produto, entdo o conjunto

k

H = U(la Ty, yi)S3
i=1

é uma 1-cobertura curta de U(A).

Demonstragao. Pelo Teorema 9 basta verificar que a unido (J{E(h,1) : h € H} contém um
representante de cada érbita da agdo de G = S3x U(A) sobre U(A). Observamos que cada érbita
contém um elemento da forma (1, a,b) com a € Ap \ {1}. De fato, para todos (z,y, z) € U(A)
temos que (z,y,2)% = (Lz 7y, 27 12)% = (L, 27 2,27 ), com 27 'y # 1 e 2712 # 1. Assim, se
r7 'y € Ap oux~'z € Ap nada temos & demonstrar. Por outro lado, se 271y, 2712 € U(A)\ Ap,
entdo (x71y)~! € U(A)\ Ap, pois Ap é um conjunto inverso, e sendo U(A) \ Ap livre de
produto, obtemos que y~ 'z = (x7ly)~!(27'2) € Ap. Nossa observagio segue do fato que
Lz ty,2712)% = (yto, 1,y 12)% = (Ly o,y 12)%

Seja O o conjunto das drbitas e seja (1,a,b) € O, com a € Ap \ {1}. Entdo a pertence ao
conjunto {z;, y;, x;17 y;l, x;lyi, yixifl}, para algum 7,1 < i < k. Temos seis casos para analizar:
e se a = x;, entao (1,a,b) = (1, 2z, v;) + (b — v:)(0,0,1);
esea=ax; ' entio (1,a,b) = x; (25, 1,4:) + (b — z; '5:)(0,0,1);

e sea=ux; 'y, entido (1,a,b) = x; *(4,y;,1) + (b — ;7 )(0,0,1).

Os outros trés casos sao similares a um dos casos acima. Portanto, em qualquer um dos

casos, (1,a,b) € [J{E(h,1): h € H} e o resultado segue pelo Teorema 9.

Aplicaremos o Teorema 10 para obtermos uma 1l-cobertura curta de U(Z,), quando ¢q é
poténcia de primo. Denotamos o complemento de S em U(Z,) por S.

Teorema 11. [4]. Seja ¢ = p" a poténcia de um primo p, com q > 9.

(i) Se p € impar, entao existe uma 1-cobertura curta de U(Zq) com pelo menos In/16 + 9/4
elementos, aquin =p"~1(p—1)

(ii) Sep=2 er >5, entio existe uma 1-cobertura curta de U(Z,) com 9 - 27>

Demonstragdo. Para o caso p = 2 e r > 5, observamos que o grupo multiplicativo U(Z,) =
{1,3,5,...,q— 1} é gerado por —1 e 5 e isomorfo ao grupo Zy X Zyr—2, como mostra o Teorema
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5.44 [6]. Além disso, a ordem de 5 em U(Z,) é m = 2"2. Seja K o subgrupo de U(Z,) gerado
por 5. Usando a expansdo binomial de 5' = (1 + 4)* obtemos

K={1,55%...,5m " = {2 € U(Z,) |z = 1(mod 4)}.

E fécil verificar que K = {r € U(Zy) |z = 3(mod 4)} é livre de produto em U(Z,). Agora, basta
determinar uma familia P tal que Ap C K. Se r = 5 definimos P = {(5,5%), (5*,5")} e se
r > 9,

P = {(5,5m/271) (53,5m/273) | (5m/4=L 5m/2—(m/4-1)))

U {(547 58) 7 (512? 516) . (54(m/8—1)7 54(m/8))} '

Se r = 5, temos que Ap = K. Se 7 > 5, néio é dificil checar que {1,5,5%,...,5™/2} C Ap e
como Ap é um conjunto inverso, segue que K C Ap. Assim, em qualquer um dos casos, temos
que Ap C K, logo Ap é livre de produto em U(Z,). Portanto, P induz uma 1-cobertura curta
em U(Z,), contendo 9 - 2"~ elementos.

Agora, suponhamos que p seja um primo impar. Observamos que U(Z,) é um grupo ciclico
de ordem n = p"~!(p — 1). Seja & um gerador deste grupo. Como o conjunto {51, £, ... ,{”*1}
é livre de produto em U(Z,) é suficiente encontrarmos uma colecao P tal que

LE¢...& %) C Ap, 3)

Dado um inteiro par k, seja

A(k) = {(52’€4k—2) ’ (56’€4k—6) . (€2k—2,§2k+2)} .

Se k/2 é par, colocamos

B(k) = {(587516) 7 (624’532) - (58(/%/2—1),58(/%/2))} 7

caso contrario, fazemos

B(k) = {(587616) 7 (524’532) L <§8(k‘/272)7§8(k‘/271)>} U {<§S(k/2)’§8(k/2)>} '

Seja k o quociente da divisao de n por 8. Como n é par, temos que n = 8k 4+ r, com r = 0,2,4
ou 6. Definimos

P =A(k)UB(k),se r =0o0u 2 ek é par;

P=Ak-1)UB(k—-1)U {(§4k_2,£4k)}, se r =0 ou 2 e k é impar;

P = A(k) UB(k) U { (%2, &%)} 'se r =4 ou 6 e k é par

P=Ak-1)UB(k—-1)U {(§4k_2,§4k) ) (§4k+2,§4k+2) }, se r =4 ou 6 e k é impar.

Nao é dificil mostrar que, em qualquer caso, P satisfaz a inclusao (3) e que, portanto, Ap
é livre de produto. Assim, pelo Teorema 10, em qualquer caso, P induz uma l-cobertura curta
de U(Zg). Uma simples contagem mostra que cada cobertura contém no méximo 9n/16 + 9/4
elementos.

A seguir, completaremos a 1-cobertura curta de U(Z,), obtida no teorema anterior, a uma
1-cobertura curta de Zg obtendo um limitante superior para ¢(Zg, 3, 1).

Teorema 12. [/]. Seja ¢ =p" a poténcia de um primo p.

2 1
(i) Sep#2eq>9, entao c(Zq,3,1) < %q <1+9§;) +Z3'

41
(ii) Sep=2er>5, entao ¢(Zq,3,1) < ﬁq—i- 1.
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Demonstragdo. Definimos o conjunto K, colocando K = (), se r = 1, caso contrério, colocamos
K = {(1,ip, 1), (ip,1,ip) : i = 1,2,--- ,p" 1 —1}. Se H é uma l-cobertura curta de U(Z,), entao
L = HU(1,1,0)°® U K é uma 1-cobertura curta de ZZ e o resultado segue usando o teorema
anterior e uma simples contagem.

Segue do Teorema 12 que se p é um primo fmpar, entao ¢(Zy,3,1) < 9p/16 + 75/16. Para
p > 23, este resultado melhora o limitante superior dado em (1).
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