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88040-900, Campus Trindade, Florianópolis, SC
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RESUMO

Sejam A ∈ R
m×n, C ∈ R

p×q e B ∈ R
m×q matrizes conhecidas. O problema de regressão

de Penrose consiste em minimizar ‖AXC − B‖2

F , onde a matriz procurada X ∈ R
n×p, p ≤ n,

deve satisfazer a restrição XT X = I. Ou seja,

minimizar ‖AXC − B‖2

F (1)

s.a XT X = I.

Este problema de regressão tem atráıdo a atenção de pesquisadores de diversas áreas, como
por exemplo, análise de dados multivariada, problemas em imagem, movimento de corpos
ŕıgidos, psicometria, entre outros.

No entanto, o problema descrito na equação (1) não apresenta solução anaĺıtica. Neste
caso, uma solução aproximada pode ser obtida por meio de métodos iterativos de otimização
(veja [1] e [6] como por exemplo), incentivando, consequentemente, a busca por teorias e
formulações que ajudem a elucidar e interpretar este importante problema de minimização
[2, 4].

Vale a pena mencionar que quando C = I e X ∈ R
n×n satisfazendo XT X = I, isto é, X é

uma matriz ortogonal, o problema de minimização (1) é denominado Problema de Procrustes
Ortogonal. Neste caso, o problema torna-se

minimizar ‖AX − B‖2

F (2)

s.a XT X = Ip,

cuja solução anaĺıtica é dada por X = UV T , sendo U e V as matrizes ortogonais provenientes
da decomposição em valores singulares (SVD) de AT B [3, 5].

O objetivo deste trabalho é estudar um caso particular de (1), onde C = I e A = I, sendo
p = q e m = n. Assim, o problema pode ser escrito como

minimizar ‖X − B‖2

F (3)

s.a XT X = I,

onde X ∈ R
n×p e p < n.
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Para este caso particular obtemos uma solução anaĺıtica para o problema de minimização
utilizando a decomposição em valores singulares da matriz B conforme se segue. Seja B =
UΣV T , com V ∈ R

q×q, Σ ∈ R
m×q e U ∈ R

m×m, sendo U =
[

U1 U2

]

com U1 ∈ R
m×q e

Σ =













σ1 · · · 0

0
. . .

... σq

0 · · · 0













, σ1 ≤ . . . ≤ σq.

Considerando a seguinte igualdade:

‖X − B‖2

F =
∥

∥X − UΣV T
∥

∥

2

F
=

∥

∥UT XV − Σ
∥

∥

2

F
, (4)

e definindo Ω = {X ∈ R
n×p; XT X = I} como o conjunto viável da equação (3), mostramos

que Y = UT XV ∈ Ω se, e somente se, X ∈ Ω.
Assim, o problema descrito na equação (3) consiste agora em

minimizar ‖Y − Σ‖2

F (5)

s.a Y T Y = I,

com Y ∈ R
n×p.

Utilizando a formulação (5), conclui-se que a solução X desejada é dada por X∗ = U1V
T ∈

R
m×q.

Futuros trabalhos nesta direção ainda podem ser explorados buscando uma solução anaĺıtica
para casos mais gerais do que o apresentado neste trabalho
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