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Resumo. Neste trabalho, estudamos a distribuicdo assintotica da soma normalizada de varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas, sob modelos de mistura finita. Apresen-
tamos condigoes necessdrias para que uma funcdo de distribuicdo de uma populacdo mista com
k componentes pertenca ao dominio de atracao de uma distribuicao a- estdvel, assumindo que
cada componente da mistura também pertence ao dominio de atracdo de uma distribuicdo o-
estavel. Um exemplo é dado para ilustrar o resultado.
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1. Introducao. Misturas finitas tém seu uso pratico em diversas areas. Os livros [2], [9],[6],
e [5] da bibliografia descrevem modelos de mistura finita, propriedades e aplicagoes. [9] apre-
senta exemplos de aplicacoes diretas de modelos de misturas finitas para a pesca , economia,
medicina, psicologia, paleontologia, botanica, agricultura, zoologia e confiabilidade, entre out-
ros. AplicacGes indiretas incluem outliers, mistura de normais para testar robustez, analise de
cluster, modelos de estrutura latente, inferéncia bayesiana, estimacao nao paramétrica de den-
sidades, aproximar modelos de mistura por modelos de nao mistura. [7] descreve modelos de
sobrevivéncia multivariados com mistura de distribuicoes estaveis positivas.

Nas ultimas trés décadas dados de distribuigoes com cauda pesada tém sido observados em
diversas areas. Quando as quantias observadas podem ser aproximadas por somas de pequenos
termos e as densidades empiricas dos dados exibem cauda pesada e assimetria, o Teorema do
Limite Central e as fortes evidéncias empiricas dos dados indicam que uma modelagem mais
realista é obtida com uma distribui¢ao no dominio de atracao de uma a- estavel.

Dadas Z3,...Z,, Z varidveis aleatérias (v.a.’s) independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) com distribuigdo comum G, a v.a. Z ou G é chamada de a-estédvel se existem constantes
D, € R tais que

Sp =21+ ..+ Zn L 07 + D, (1)
Nao existe férmula fechada para G, porém sua correspondente funcao caracteristica é conhe-
cida e dada por
. exp {ipt — o®[t|*[1 — ifsign(t)tan(aF)]}, se a#1 )
Plt) = exp {iut —olt|[1 —iB 2 sign(t) ln(t)]}, se a=1, 2)
onde 0 < a < 2 ( indice de estabilidade), —1 < § < 1 (pardmetro de simetria), o > 0 (parametro

de escala) e p € R (pardmetro de locagao) caracterizam a distribuicdo G e sdo tunicos, exceto
quando o = 2. Neste caso denotamos G por S, (o, 3, ).
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De (1) temos que a distribuigao G de Z é uma distribui¢ao de somas normalizadas; % 4

Z. O que sugere que GG pode ser obtida assintoticamente como distribuicao limite de somas
normalizadas de v.a.’s i.i.d., tal resultado é conhecido como Teorema do Limite Central Gener-
alizado. Conforme [4] esse resultado em termos de dominio de atra¢do é como segue:

Sejam X, X1, Xo,... v.a’s i.i.d. com distribuicao comum F. A v.a. X ou F pertence ao

dominio de atracao de uma v.a a-estavel, Z, 4 Ga (F € D(G,)), se existem constantes b, € R

tais que
Sn D4 g,
nl/aL(n)

onde ”-% ”denota a convergéncia em distribuicao, S, = X1+ Xo + ...+ Xu,

B, se l<a<?2
bp =9 0, se O0<a<l (3)
0, se a=1 e F simétrica

e L é uma funcao lentamente variante, ou seja, L(tx) ~ L(t). Usamos a notacao g(y) ~ h(y)
o g(y)
ara indicar lim —*= =1.
g v=5 h(y)
Quando 0 < a < 2, uma caracterizacao importante de dominio de atragao para distribuicao
a- estavel, que pode ser encontrada em [3] ou [1], é a seguinte:

FeD(G,) & F(—z)~Clz™®L(z) e F(z)=1-F(z) ~ CPz *L(x), (4)
onde C' >0 e CP >0 sdo tais que C' +CP > 0e L é uma funcao lentamente variante.

Neste trabalho, estenderemos o resultado acima para o caso em que a distribuicao original
das varidveis béasicas é uma mistura finita de £ componentes

k k
F(z) = sz‘Fi(ﬂU), com p;>0 e Zpi =1. (5)
i=1 i=1
Nesta mistura, a i-ésima componente ( funcao de distribuigdo da i-ésima sub populagao )
F; € D(Gy,).

2. Dominio de atragao de distribuigoes a-estaveis baseada em amostras aleatérias
de populacgoes mistas

Nesta secao, apresentamos condigoes necesséarias para uma funcao de distribuigao F' de (5)
estar no dominio de atragao de uma distribuicao a- estavel, usando uma amostra aleatéria de
uma, populacao mista de & componentes, onde cada componente F; pertence ao dominio de
atracao de uma distribuicao a- estdvel. Em outras palavras, o Teorema apresenta condigoes
necessarias para determinar a distribuicao limite da soma normalizada de n v.a’s i.i.d., onde
a distribuicdo comum é uma mistura de k componentes cujas caudas decrescem conforme a
poténcia x=% i =1,... k.

Para isso, observemos inicialmente que por (4), se F; € D(Gy,) para i =1,...,k, entdo

Fi(—z) ~Cla=iLi(x) e Fy(z)=1-F(z)~CP2™%L;(x), (6)

onde Cf >0 e CP > 0 sdo tais que C/ + CP > 0 parai = 1,...,k, e as L}s sdo fungdes
lentamente variante.
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Teorema. Sejam X, Xs,..., X, v.a’s ii.d. com a funcao de distribuicdo comum F' dada por
(5). Se F; € D(Gy,) para i =1,..., k, entao
(a) F € D(Ga,,) com oy, =min{ai,...,ar}, se «a; #o; paratodo i # j;

. cr ! I
(b) F € D(G,) com as constantes em (6) satisfazendo ﬁ = é =...= %,:5, se a=a; =
e = O
Prova.

(a) De (5) temos que

Aplicando (6) em (7), obtemos

k k
F(—x) ~ ZpiC{x_aiLi(x) e F(x)~ ZpiCiD:L‘_aiLi(:L'). (8)
i=1 i=1
Como «a; # a; para todo @ # j, seja oy, = min{ay,...,a;}. Entdo, como as L}s sao

lentamente variante, as expressoes de (8) podem ser escritas como

k
F(—z) ~ %Y piCla®m = L;(x)
i=1
~ me,flJ:_amLm(az)

k
F(z) ~ x7%m ZpiC’iD:UO‘m_O"'Li(JS)
i=1
~ me’gaj_o‘mLm(:r),

pois  lim x%"™% = ( para todo i # m. Assim (4) é satisfeita para a componente com menor
T—00

indice caudal, e como consequéncia provamos (a).

(b) Sendo o = ay = ... = a, as expressoes de (8) podem ser escritas como
k B k
F(—x)~z™ ¢ ZpiCiILi(x) e F(x)~az™® ZpiCiDLi(:E). (9)
i=1 =1

Usando o fato que soma de fungoes lentamente variantes é uma func¢éo lentamente variante

e a condigao g—é = g—é =...= g—é, temos que
1 2 n
A k B k
F(—z) ~ W$_QZMCZDM($) e F(z)~a™" Zpic'iDLi(ﬂf)» (10)
1oL i=1 i=1
pois
d I 1 I~D  ~D D I~D~D  ~D D
sz'ci Li(z) = W[Cﬁ% - Ci (mCy Li(z)) + ... + CLCY Cy .Cy 1 (prCy L (7))
i=1 1 Y2 ¥k
A oD
= —pAap —~p 2 PiCi Li(z),
CPCP..CP ;
onde
A=cicP.cP=cicPcP.cP=...=clcPcl.cpP,.
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k
Tomando a funcao lentamente variante L(x) = ZpiCZ-DLi(x), cl = W e CP =1,
i—1 1 2 Yk

em (10), a prova de (b) segue de (4).

Exemplo. Seja X1, Xo, ..., X,, uma amostra aleatéria de uma populacdo mista cuja funcao de
distribuigao é F(z) = pFi(z) + (1 — p)Fa(z), onde 0 < p <1 e Fy, F, sdo as distribuicoes
estaveis

Fy = 8o, (01, 81, 1) € Fy = Sa,(02, B2, p2),

com 0 < ay,a; < 2. Temos que
Fi € D(aw) e Fy € D(az),
pois, conforme [10], [8] entre outros, as caudas das distribuigdes satisfazem
Fi(—z) ~Clz= o Fj(z) ~CPaz™ i=1,2,

onde

or - (=a)(= By (- a)(1+B)o

P22 —ag)cos(TgE) T 20(2 — ay) cos(TSE)

para q«; # 1

or = U=Bei  op _ (LFBio

i para o; = 1.
T ™

Se a;<ay entio F(—x)~pCiz= e F(z)~pCPr=1. Dai Fy € D(a1), o que
ilustra (a) do Teorema.

Se a=a1=ay e (124 2(f162) =0, temos que

N 11—
1+ 5

F(—x) [pC{ + (1 —p)Csla™ e F(z) ~ [pC{ + (1 —p)Cylz~°.

Entao F € D(«), o que ilustra (b) do Teorema.

3. Conclusao. As caudas da distribuicido assintética da soma normalizada de v.a’s ii.d.,
cuja distribuicdo comum é uma mistura de k componentes com caudas decrescendo conforme a
poténcia =%, ¢ = 1...,n, decrescem com a poténcia do menor indice caudal das k compo-
nentes, quando os indices caudais sao todos distintos. No caso dos indices caudais das compo-
nentes serem iguais,uma condicao adicional entre o peso das caudas das componentes é necessaria
para a distribuigao assintética da soma normalizada decrescer com a mesma poténcia das com-
ponentes.
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