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Resumo: Os modelos deterministicos descritos por equagoes diferenciais com retardamento $ao
geralmente mais realistas do que os sem retardamento, porém, quase sempre o retardo € um
parametro incerto. Tradicionalmente, tais incertezas tém sido tratadas por meio de métodos
estatisticos. No entanto, nas ultimas décadas, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy tem contribuido
significativamente na modelagem matemdtica de fenémenos incertos. Nosso objetivo neste tra-
balho € analisar a subjetividade fuzzy no retardo e para tal usamos o modelo logistico como
exemplo. Estudamos a estabilidade assintotica do modelo através da equacdo deterministica e
analisamos a regiao de estabilidade. Determinamos a solucdo defuzzificada do modelo nao-linear
e do modelo linearizado.
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1 Introducao

A percepcao de que em alguns fenémenos, informacgoes passadas influenciam na anélise presente
de tais sistemas ja é bastante conhecida. A referéncia classica sobre sistemas diferenciais com
atraso no dominio do tempo se deve a Volterra [9]. Até entao os resultados obtidos para este
tipo de sistema tais como, propriedades de existéncia, unicidade, continuidade com relagao a
um conjunto de parametros incluindo condigoes iniciais e outros topicos, como comportamento
assintético de solugoes préximas de pontos de equilibrios, eram estudadas apenas para classes
muito restritas de problemas. A partir de [9] houve um desenvolvimento extraordindrio da teoria
de equagoes diferenciais com retardo que despertou o interesse de varios pesquisadores para o
estudo de solugoes especiais para esta classe de equagoes funcionais bem como um desenvolvi-
mento adequado de uma teoria qualitativa para sistemas com retardo no mesmo espirito que
equacoes diferenciais ordinarias.

A literatura relacionada ao tema de equacoes diferenciais funcionais é relativamente extensa.
Como referéncias classicas ao estudo de sistemas de equagoes diferenciais funcionais citamos [3]
e [4].

Nos ultimos anos devido a possibilidade de manipulacdo de informacoes incertas e seu res-
pectivo armazenamento em computadores, a teoria dos conjuntos fuzzy tem se tornado uma das
areas emergentes em tecnologia contemporanea. Tal teoria pode facilitar o trabalho do modela-
dor e de um especialista da area e possivelmente acrescentar ‘novas’ informagoes, facilitando a
andlise e compreensao de algumas situacoes reais. Assim, o retardo pode ser tratado como um
parametro fuzzy. Uma aplicagao interessante estd relacionada com o controle de epidemias e
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estudo de doengas como a AIDS, em que se tém apenas informacoes parciais ou dadas lingiiisti-
camente [5] e [6].

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a solugdo do modelo de crescimento inibido sendo o
retardo um parametro fuzzy. Nosso interesse se concentrou em:

e Estudar a estabilidade assintética do modelo através da equagao deterministica e analisar
a regiao de estabilidade.

e Determinar a solucao defuzzificada do modelo nao-linear e do modelo linearizado.

2 Modelo Classico de Dinamica Populacional

Uma das deficiéncias de modelos de populacao simples como T f(N), onde N(t) é a po-

pulacdo da espécie no instante ¢t e f(NN) é tipicamente uma funcao nao linear de N, é que a taxa
de nascimento é considerada funcionando instantaneamente enquanto pode existir um tempo de
retardo considerando o tempo de alcancar a maturidade, o periodo de gestacao finito e assim
por diante. Podemos incorporar tais retardos nos modelos gerais de equacoes diferenciais da
formas: IN

S = JN(0), Nt~ T)) 1)
onde T" é o retardo, 7' > 0. Um modelo interessante pode ser analisado neste contexto - o modelo
logistico com retardo. Tal modelo, pode ser interpretado, como uma extensao do modelo logistico

dN N

v rIN (1 — ?)’ denominado, a equacao diferencial com retardo
dN N(t—-T)
R W e — 2
a < k ) 2)

onde r, k e T sao constantes positivas. Isto diz que o efeito regulador depende da populagdao no
tempo anterior (¢t —7T), ao invés de t [8].

3 Estudo da Estabilidade Assintdtica

Linearizamos a equacao diferencial com retardo (2) em torno de cada ponto de equilibrio N = 0
e N =k [2].

e Para N = 0, a equacao linearizada é

dN(t) _
% = rN(t),

e neste caso N = 0 é instavel.

e Para N =k a equacao linearizada ¢
dN (t)
dt
Para obter a equacao caracteristica, fizemos a seguinte mudanga de variavel:
x(t) = N(t) — k. Assim, obtemos a equagao:
dx(t)
——=—rx(t-1T). 3
. (t—1) (3)
Uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucao nao trivial da equagao
(3), da forma z(t) = ce*’, c € R — {0} é que z seja uma solugao nio nula de:
t-T)

=—r(Nt—-T)—-k),

cze® = —pee
z4+re T =0 (4)
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3.1 Autovalores Reais

Seja z = a + bi consideremos a primeira possibilidade de raizes reais b = 0. Logo, temos a
equagao
a+re T =0. (5)

—aT

A partir da anélise da fungao f(a) = a + re” %", obtemos as seguintes conclusoes:

e como r > 0, (5) ou nao terd raizes reais, ou terd duas raizes negativas ou terd uma raiz

: : ‘ 1 _ . —aT 1 1
dupla negativa. A raiz dupla ocorrerd quando = re

e neste caso, a = —5 € 1 = 7.

1 ‘ N,
— para r < 7 tem-se duas raizes negativas;

1 ~ . .
— para 7 > —5, (5) nao tem raizes reais.

Veja a Figura 1 como uma ilustragao para T=1.

r=1/(eT), uma raiz dupla r<1/(eT), duas raizes negativas
0
-10
-20 —_— y=—re_aT
y=a
-30
-4 -3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0
a a

r>1/(eT), ndo tem raizes reais

Figura 1: Analise grafica das raizes.

3.2 Autovalores Complexos

Seja z = a + bi consideremos b # 0 e assim, obtemos:
a+reTeos(bT) =0

b—re Tsen(bT) =0

Para a < 0 devemos ter 0 < b1 < I e determinamos a = .
¥ 2 1 tg(bT)

3.3 O Estudo da Estabilidade do Equilibrio N =k

Fizemos o estudo da solucao analitica para o ponto de equilibrio N = k:
e para autovalores reais z(t) = ce® com a < 0 temos que: z(t) — 0 quando t — oo e,

devido & mudanga de variavel x(t) = N(t) — k, temos que: N(t) — k quando t — oc.
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e para autovalores complexos, obtemos a solugdao: z(t) = c1e®cos(bt) + cae®sen(bt) com

tg(bT)
N(t) = cre®cos(bt) + cae®sen(bt) + k, c1, co€ R.

0<btl < Fea= , a pela mudanga de varidvel z(t) = N(t) — k, temos que:

4 Equacao com Retardo Fuzzy

A partir da solu¢do numérica da equacao diferencial com retardamento (2), consideramos o
retardamento 1" como um parametro fuzzy, ilustrado na Figura 2; o suporte de T varia entre
0.8 e 1.2. Utilizamos o Principio da Extensao de Zadeh para, a partir da solugao deterministica,
obtermos a solucao da equacao diferencial fuzzy.

retardo (T)

Figura 2: Pardmetro fuzzy (T').

4.1 Estudo da Estabilidade Assintética Fuzzy
4.1.1 Autovalores Reais

Para os autovalores reais quando o retardo é fuzzy, o comportamento das raizes da equagao
(5) é similar ao retardo real. Porém, a curva y = —re " é fuzzy com 0.8 < T < 1.2. A
Figura 3 apresenta algumas curvas para T" variando entre 0.8 e 1.2, estas curvas apresentam seus
respectivos graus de pertinéncias.

4.1.2 Autovalores Complexos

No estudo da estabilidade assintdtica quando o retardo é um parametro fuzzy, observamos o

seguinte para os autovalores complexos, temos que: para a < 0, devemos ter 0 < bT' < § e

tg(bT)

determinamos a = com 0.8 < T < 1.2. A Figura 4 apresenta o grifico do parametro

fuzzy bT.

4.2 Solugao Linear Fuzzy
Utilizamos o Principio da Extensao de Zadeh, para cada t, na solugdo da equacao linear:

AN (t)

— = (N(t=T) = k). (6)

A Figura 5 apresenta a solugdo numérica da equagao (6) quando 7' é um parametro fuzzy
triangular com suporte no intervalo 0.8 < 7 < 1.2, r = 0.5 e kK = 2. A solugdo numérica
do modelo fuzzy é apresentada na Figura 5, observando-se que na regiao central o grau de
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r=1/(eT), uma raiz dupla r<1/(eT), duas raizes negativas

r>1/(eT), ndo tem raizes reais

Figura 3: Anédlise gréfica das rafzes quando o retardo T é um paridmetro fuzzy.

o o o
B -]

Grau de pertinéncia

[=4
[N)

Figura 4: O parametro fuzzy bT.

pertinéncia aproxima-se de 1. KEsta regiao é a que melhor representa o fenémeno biolégico do
ponto de vista de credibilidade.

Observemos que o Principio de Extensao de Zadeh tem boas propriedades quando a condicao
inicial é fuzzy. Quando tomamos um parametro fuzzy, para aplicar este principio é necessario
ampliar a dimensao do sistema, levando a subjetividade para a condicao inicial ([1] e [7]).

4.3 Solucao Nao-Linear Fuzzy

Utilizamos o Principio da Extensao de Zadeh para cada t e obtemos uma familia de solugoes
numéricas para a equagao (2).

A Figura 6 apresenta a solu¢ao numérica da equagao (2) quando 7' é um parametro fuzzy
triangular com suporte no intervalo 0.8 < T < 1.2, r = 0.5 e k = 2. A solugdo numérica do
modelo fuzzy nao-linear é apresentada na Figura 5, mostrando a regiao central onde o grau de
pertinéncia aproxima-se de 1.
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Populagéo
Populagéo

tempo tempo

Figura 5: Solucao linear fuzzy. Figura 6: Solugao nao-linear fuzzy.

4.4 Solugoes Defuzzificadas

O valor numérico da populagao N (t) é escolhido, em cada instante ¢, da seguinte forma:

[ Nyuw,(Ny)dNy
Supp(Wt) (7)
f th (Nt)dNt
supp(Wr)

N(t) =

Solugdes Defuzzificadas
24 T T

Linear
+  Néo-Linear|

2.2

populacdo
N
©

[
o

14r

Figura 7: Solugoes defuzzificadas das equagoes (2) e (6).

A Figura 7 apresenta os gréaficos das solugoes da equagao linear e nao-linear defuzzifica-
das, onde podemos observar que as duas convergem para o ponto de equilibrio k. As solugoes
defuzzificadas representam as médias das solugoes fuzzy, linear e nao-linear. Verificamos que
apesar de ocorrer uma diferenca no inicio do processo, para valores grandes de tempo as médias
aproximam-se e tendem ao ponto de equilibrio k.

5 Conclusoes

O modelo logistico com retardo fuzzy apresenta uma regiao de estabilidade, que inclusive tem
graus de pertinéncias enquanto que o modelo deterministico apresenta um intervalo de con-
vergéncia. Observamos que o ponto de equilibrio N = k é assintoticamente estavel para
0 < bT < § e esta regiao pode ser estendida para 2mm < bT' < 5 + 2mm onde m € Z.
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