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Resumo: Neste trabalho introduzimos a classe dos autématos lineares ndo-deterministicos com A-
transigcoes e baseados numa forma normal, também aqui introduzida, para gramdticas lineares, prova-
mos que a classe de linguagens aceita por este tipo de automatos é exatamente a classe das linguagens
lineares.
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1 Introducao

A classe das linguagens lineares se localiza dentro da hierarquia de Chomsky entre as linguagens reg-
ulares e as livres de contexto. O principal modelo computacional para esta classe de linguagens sdo as
gramadticas lineares. Esta gramdtica permite gerar cadeias fazendo casamentos entre prefixos e sufixos
de subcadeias da cadeia a ser gerada. Esta capacidade de casamentos faz com que esta classe de lin-
guagens contenha a maioria das linguagens livres de contexto usuais. Assim, por exemplo a linguagem
dos palindromos e a™b", que em geral sdo usadas como exemplos de linguagens livres de contexto que
ndo sdo regulares, sdo na verdade linguagens lineares. Um exemplo de uma linguagem que é livre de
contexto e que néo € linear é: {a"b"a™b™ : n,m > 1}.

Em termos de autdmatos, a classe das linguagens lineares t€ém ao menos trés diferentes modelos:
Um tipo especial de autdmato finito de duas fitas [9, 4], tradutores finitos [9, 8] e autdmatos a pilha com
uma volta [4, 6, 2, 5]. Apesar dos méritos de cada um desses modelos, eles ndo sdo nem naturais nem
intrinsecos, pois consideram elementos externos ao modelo. Por exemplo, no tipo especial de automato
finito de duas fitas a entrada € dividia nas duas fitas, de tal modo que a segunda fita contém o pedago
mais a direita da cadeia de entrada porém invertida. Note que os autdmatos usuais (autdmatos finitos
deterministicos, automatos a pilha, maquinas de Turing — mesmo a de duas fitas —, etc.) assumem que
a entrada inteira estd na fita de entrada ao momento de iniciar a computacdo. Assim, este modelo ndo
possui esta caracteristica natural. Além disso, a escolha de onde dividir assim como a reversdo da parte
direita € feita externa ao modelo. Portanto, este modelo ndo € nem natural nem intrinseco. O tradutor
finito também divide a entrada em duas partes, mas as coloca numa tnica fita separadas por um simbolo
especial, sendo que a segunda parte € invertida. Assim, analogamente ao modelo anterior, tradutores
finitos ndo sdo nem intrinsecos nem naturais. Finalmente, uma vez que a volta no autdmato a pilha é um
movimento o qual decresce a pilha e que € precedido por outro que aumenta a pilha, o automato a pilha
com uma volta é claramente ndo natural. Como a restrigdo que o autdmato pode fazer no maximo uma
volta ndo € parte da estrutura do autdmato (s6 analisamos a posteriori se 0 autdmato satisfaz ou néo esta
restri¢ao) este modelo tampouco € intrinseco.

Neste artigo propomos um modelo de autdmatos alternativos para a classe das linguagens lineares que
chamaremos autématos lineares ndo-deterministicos com A-transi¢des, que em nosso ponto de vista é
mais natural e simples que os mostrados anteriormente. Além disso nosso modelo € intrinseco e proprio,
no sentido que nio € uma restri¢do de algum tipo de autdmato.
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Gramaticas Lineares

Como usual uma gramdtica formal G é uma quadrupla (V, 7, S, P) onde V' é um conjunto finito de
simbolos varidveis, 1" é um conjunto finito de simbolos terminais € portanto VNT =, S € V éa
varidvel de inicioe P C (V UT)" x (V UT)* é o conjunto de produgdes. Pares ordenados (z,y) € P
sdo denotados por z — .

Definicao 1.1 A gramdtica G = (V,T, S, P) é linear, se cada produgdo em P tem como lado esquerdo
uma varidvel e como lado direito no mdximo uma varidvel, sem qualquer restricdo da posicdo dessa
eventual varidvel. Uma varidvel A € V serd chamada linear a esquerda se cada producdo A — y € P
ouy € T" ouy = Bz para algum z € T* e B € V. Analogamente, uma varidvel A € V serd chamada
linear a direita se cada producdo A — y € Pouy € T" ouy = zB paraalgum z € T* ¢ B € V. Uma
gramdtica linear G estd na in forma normal linear (FNL), se cada varidvel A € V ou é linear a direita
ou linear a esquerda.

Note que uma variavel A numa gramadtica linear serd linear a direita e linear a esquerda apenas
quando todas as produgdes tendo A no lado esquerdo tem seu lado direito s6 composto por simbolos
terminais. Note também que nossa forma normal linear difere da forma normal linear usual (por exemplo
em [10, 4, 7]) pois elas toleram duas produ¢des com o mesmo lado esquerdo, mas com lados direitos
tendo, numa delas, uma varidavel na posicao mais a esquerda enquanto na outra a varidvel esta na posicao
mais a direita, respectivamente.

Exemplo 1.2 A gramdtica G = ({S},{a, b}, S, P) onde P é definido por

S — aSbb | aSbbb | abb | abbb
é linear mas ndo estd na FNL.
Exemplo 1.3 A gramdtica G = ({S, A, B,CY}, {a,b}, S, P) onde P ¢ definido por
S —aS|aA|B
A — bAaa | A
IB— Bb|Cb
C — bbCa | A

também é linear mas ndo estd na FNL.

Como usual, para cada u,v,w € (VUT)* e A € V, uAw = wuvw se existe uma produgdo
A — v € P. Seja=* o fecho reflexivo e transitivo de =. A linguagem gerada por uma gramatica G é

LG)={weT": 5= w}
No exemplo 1.2,
L(G)={a™b" :1<2m <n <3m}
e no exemplo 1.3,

L(G) = {a™"a® :m > 1en > 0} U {a"b?*™a™" : k,m > 0en > 1}. (1)

Linguagens geradas por gramaticas lineares sdo chamadas linguagens lineares.
Lema 1.4 Seja G uma gramdtica linear. Existe uma gramdtica linear G’ na FNL tal que L(G) = L(G’).

Exemplo 1.5 A FNL de G do exemplo 1.2 é a gramdtica G' = ({S, A}, {a,b}, S, P") on P’ é definido
por
S — aA

A — Sbb | Sbbb | bb | bbb
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A FNL da gramdtica do exemplo 1.3 é a gramdtica G" = ({S, A, B,C, X, Y },{a, b}, S, P") onde

P" ¢ definida por

S—aS|aA|B

A—bX | A

X — Aaa

B — Bb| Ch

C — bbY | A

Y — Ca

Uma gramatica linear GG esta na forma normal linear forte (FNLF) se esta na FNL e os lados direitos
das produgdes sdo da forma a A ou Aa paraalguma € TU{A\} e A € V U{\}.

Proposi¢do 1.6 Seja G uma gramdtica linear. Existe uma gramdtica linear G na FNLF tal que L(G) =
L(G).

Exemplo 1.7 A FNLF da gramdtica G’ do exemplo 1.5 é a gramdtica G= ({S,A,B,C}, {a,b}, S, ]3>
onde P é definido por

S — aA

A — Bb

B—Sh|Cb|b

C— Sb|b

Automato linear nao deterministico com A\-transicoes

Um automato linear nao deterministico com A-transi¢oes (A-ALN), consiste de dois conjuntos finitos
disjuntos de estados (@) e P) alguns dos quais serdo considerados como estados de aceitagio, uma fita de
entrada infinita a direita e dividida em células, cada uma das quais comporta um simbolo de um alfabeto
de entrada (ou € branco), duas cabecas leitoras e uma unidade de controle que administra a conduta do
A-ALN de acordo com a configuragio corrente. A execugdo do A-ALN comega com uma cadeia na fita
de entrada, com a cabeca leitora esquerda apontando o simbolo mais a esquerda na fita e a cabeca leitora
direita apontando o simbolo (diferente de branco) mais a direita na fita e tendo como estado corrente
um estado especial de () chamado estado inicial. Um passo computacional num A-ALN é feito como
segue: a unidade de controle em funcio da classe que pertence o estado corrente (na primeira vez ()
usa a cabeca leitora esquerda ou direita para ler um simbolo da fita, logo move uma célula para a direita
a cabega leitora esquerda caso o estado corrente for de () ou uma célula para esquerda a cabega leitora
direita caso o estado corrente for de P. Ao mesmo tempo muda, seguindo um oraculo, para um estado
desde um conjunto de possiveis estados. A unidade de controle de um A\-ALN também admite mudar
de estado sem mover as cabecas leitoras, isto é sem ler simbolos da fita de entrada. A computagdo para
quando uma cabega leitora cruza a outra, caso o estado corrente nesse momento for de aceitacdo o A-
ALN aceita a cadeia dada como entrada, caso contrdrio a rejeita. A figura 1 ilustra uma representacao
esquemadtica de um A\-ALN.

Formalmente, um A\-ALN é uma séxtupla M = (Q, P, %, 0, qo, F') onde @ e P sdo conjuntos finitos
disjuntos de estados, 3 € um conjunto finito de simbolos de entrada (alfabeto), gy € @Q € o estado de
inicio, F' C (Q U P) é um conjunto de estados de aceitagioe § : (QU P) x (X U{A}) — P(QU P) é
a fungao de transicdo.

Analogamente a autdomatos finitos, cada A-ALN tem associado um grafo dirigido chamado diagrama
de transi¢do. A unica diferenca com os diagramas de transi¢ao de autdmatos finitos esta na forma como
distinguimos os estados de () com os estados de PP. Para os primeiros usamos circulos enquanto para os
outros usamos quadrados. Assim, um autémato finito ndo-deterministico pode ser visto como um A-ALN
onde P = (). Assim, A-ALN ¢é uma extensdo natural para autdmatos finitos A\-nfio deterministicos.
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Figura 1: Representation esquematica de um A-ALN.

Exemplo 1.8 A figura 2 ilustra o »-ALN M = (Q, P, %, d, qo, F') onde

¢ Q=1{q0,q1, ¢}
o P ={p1,p2,p3,pa}
o ¥ = {a,b}
F={p1,q}

5(qo,a) = {qo,p1}, 0(qo0,A) = {p3}, d(p1,a) = {p2}, 6(p2,a) = {1}, 0(q1,b) = {;},
6(p3,b) = {p3, g2}, 6(g2,b) = {gs}, 9(g3),b) = {pa}, 0(pa,a) = {ga} e vazio para os demais
(isto é, 6(qo,b) = 0, 6(p1,b) = 0, etc.).

a

b
A ¢
a a a
& Lo+
—”—"—"’ O “

Py P
U /

b

>

a

Figura 2: Diagrama de transi¢cdo de um A-ALN.

Uma descricao instantianea (DI) de um A\-ALN deve registrar o estado corrente, o que resta ler da
cadeia de entrada e qual cabega esta ativa. Assim, uma DI é um par (¢, w) € (Q U P) x X* significando
que resta ainda ler w na fita e que o estado atual € q. A cabeca leitora que estd ativa é deduzida a partir
do estado corrente.

O simbolo - denotard um movimento de uma DI a outra DI. Assim, paracadaq € Q, ¢/ € QU P,
peEP,weX eacXU{\}

(g, aw) F (g1, w) é possivel sss ¢/ € 6(q, a) e (p,wa) - (g, w) é possivel sss ¢/ € d(p, a).

Usamos H para o fecho reflexivo e transitivo de |-, ou seja F representa uma quantidade arbitraria
de movimentos. Assim, por exemplo, no exemplo 1.8, temos que

(qo, aabbaaaa) ¥ (p2, ba), pois
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(qo, aabbaaaa) F (qo,abbaaaa) & (p1,bbaaaa) b (p2, bbaaa)
F (q1,bbaa) F (p1, baa) F (p2, ba)

A linguagem aceita por um A-ALN M € o conjunto
L(M) = {w € =" : (g0, w) ¥ (g, ) paraalgum q; € F}

Para o caso do \-ALN M no exemplo 1.8, L(M) = L(G) em (1).

A-ALN’s e linguagens lineares

Primeiro mostraremos que cada linguagem aceita por algum A-ALN ¢é linear.

Teorema 1.9 Seja M = (Q, P, X, 9, qo, F') um A-ALN. Entdo existe uma gramdtica linear G tal que
L(M) = L(G).

Demonstracao:Seja G = (Q U P, X, qo, P’) onde

P = {g—agj:acXU{A}, ¢ €Q,¢; € QUPegq; €d(g,a)}U
{pi—qga:acXU{A}, pie Pgj € QUPegq; €6(gi,a)}U
{gf = X:qf € F}

Claramente, L(M) = L(G). ]
Note que o G resultante da prova estd na FNLE.

Exemplo 1.10 Considere o A\-ALN na figura 2. A gramdtica linear resultante do algoritmo no teorema
1.9é6 G = {(QU P,X, qo, P') onde P’ é composta pelas produgdes:

qo — aqo | ap1 | p3

p1— p2a | A

P2 — qi1a

q — bpy

p3 — p3b | qob

q2 — bgs | A

q3 — bpa

P4 — q3a

Agora provaremos que cada linguagem linear € aceita por um A-ALN.

Teorema 1.11 Seja G = (V, T, S, P) uma gramdtica linear. Entdo existe um \-ALN M tal que L(G) =
L(M).

Demonstracao:Sem perda de generalidade podemos assumir que G estd na FNLE. SejaQ = {4 € V :
A é uma varidvel linear a direita} U {C},onde C ¢ Ve P = {A € V : A é uma varidvel linear a
esquerda}. Entdo

M=(Q,PT,5S,F),
onde F'={C}eparacada A€ QU Peac T U{\}, J¢édefinida por

5(A.a) = {BEV:A—aBouA— Ba} seA—agP
"1 {BeV:A—aBouA— Ba}U{C} ,seA—acP
Claramente, L(M) = L(G). ]

Em particular, para o exemplo 1.2, cuja FNLF estd no exemplo 1.7, o A-ALN obtido usando o
algoritmo acima € ilustrado na figura 3. Identificando os estados do A-ALN com as varidveis de G:

@o=Sp3=Ap=B,ps=CeqgV. 637
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Figura 3: Diagrama de transi¢cdo de um A\-ALN equivalente a gramética linear do exemplo 1.2.

Note que o algoritmo nos teoremas 1.9 e 1.11 sdo duais, no sentido que aplicando um e em seguida
0 outro sempre voltaremos ao original.

Consideracoes Finais

Este trabalho introduz um modelo de autdmatos intuitivo e simples para linguagens lineares que estende
de maneira natural os autdmatos finitos A\-ndo deterministicos. Mais ainda, os A-ALN sao intrinsecos no
sentido que nao consideram agentes externos ao modelo, como outros modelos de autdmatos para esta
classe de linguagens.

Os A-movimentos nas modelos usuais de autdmatos nido sdo essenciais. Assim, por exemplo, A-
movimentos ndo aumentam o poder de aceitacdo de autdmatos finitos (veja por exemplo [6]), de autdmatos
a pilha (veja, por exemplo, [4]) nem de mdaquinas de Turing (pela tese de Church-Turing). Embora
ndo tenhamos provado que A-movimentos nio acrescentam poder computacional a A-ALN, acreditamos
fortemente nisso. Fica para trabalhos futuros provar esta conjectura.
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