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Resumo: Um modelo metapopulacional de multiplas espécies com migragao dependente da
densidade e acoplamento nao estaciondrio é considerado. A dinamica local e as fungoes de
migracao consideradas apresentam estrutura de hierarquia. Obtemos, neste caso, condigoes
suficientes para a estabilidade assintdtica de atratores sincronizados, estendendo os resultados
apresentados em [6].
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1 Introducao

Sistemas metapopulacionais simples (sitios acoplados através de um processo de migragao)
podem apresentar vérios tipos de comportamentos coletivos interessantes [8]. Entre eles, o
fenémeno da sincronizacao, o qual esta relacionado a coeréncia entre as flutuagoes das densidades
populacionais [4]. Este fenémeno tem contribuido de forma significativa para a compreensao de
certos aspectos da dinamica desses sistemas, por exemplo, os relacionados a persisténcia popu-
lacional [3]. Estudos recentes mostram que o processo migratério pode influenciar a estabilidade
de estados sincronos, em particular, quando a migracao é dependente da densidade [10], [6].

Neste trabalho apresentamos um modelo metapopulacional geral de multiplas espécies onde o
acoplamento é nao linear e dependente do tempo. Abordamos questoes relativas a estabilidade do
estado sincronizado para o caso em que, tanto a dinamica local como o processo de migracao tem
estrutura hierarquica. Essa estrutura permitiu obter uma expressao analitica para os ntmeros
transversais de Liapunov para atratores sincronizados (ver equagao (10)). Os resultados obtidos
generalizam os apresentados em [10], onde o caso estaciondrio foi considerado.

Cabe ressaltar que estudos rigorosos sobre os efeitos da dispersao dependente do tempo tem
sido pouco considerados na literatura, embora redes de populacoes acopladas através de efeito
de delay foram consideradas em [17].

2 O Modelo

Consideremos n subsistemas enumerados de 1 a n. A dinamica de cada subsistema, sem acopla-
" : t_ (ot ot t \T E gnti
mento, é descrita pelo vetor X; = (xlj, LYy e .’L’kj) € R* satisfazendo

X;.H =f(x}), j=12,..n teZy, (1)

*Auxilio Financeiro: FUNPESQUISA - UFSC
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= £(x) = (f1(3), fo(5), oo f ()T (2)

Para cada i =1,2,..,k, f; : Q C Rﬁ — R, é uma funcdo limitada de classe C''*S por partes,
com 0 < ¢ < 1. No caso de rede de populacoes acopladas, cada subsitema é denominado de
sitio. Em cada sitio os individuos estao sujeitos ao processo de dinamica local descrita acima,
onde cada f; incorpora os processos de reprodugao e sobrevivéncia da espécie i.

A conexio entre os subsistemas ¢ descrita por um acoplamento nao estaciondrio e nao linear.
Consideremos {C®}s¢(p,1) uma familia de matrizes duplamente estocésticas e irredutiveis e h :
[0,1] — [0, 1] continua por partes. Para s € [0, 1] arbitrario, definimos recursivamente s+ =
h(st) e Ct*! = 6’h(st) t € Zy, com C° = C*". Denotamos ctj como os termos da matriz C! e
admitimos que c =0,VteZy,Vi=1,2,...,n. Paracadat € Z,, c ; representa a propor(;ao de
individuos que mlgra do sitio 7 para o 51t10 7 no tempo t. Facﬂmente vemos que 0 < ¢! ;<1 V7,
i =1,2,..,n. Além disso, para cada x € Q, definimos M*'(x) = diag(u}(x), ph(x), ..., k(%))
onde cada fungdo uf : RX — [0, 1] satisfaz ,utH(.) = ge(ub(.)) e ge: [0,1] — [0, 1], uf : RE — [0,1]
sao fungoes de classe C 1+< por partes. Cada fungéo ! representa a fragao de migragao da espécie
1, ou seja, a proporc¢ao dos individuos da espécie i que deixam um certo sitio, no tempo t. Assim,
o sistema global (acoplado) é dado por

xi = th DL F(xH)), Vi=1,2,..,n,t=0,1,..., (3)

onde b;i sdo os elementos da matriz B! = I,,—C® e ®' : Rk — R% ¢ definida por ®!(x) = M*(x)x.
Vamos admitir que f possui um atrator €2 e uma medida natural p, com suporte em €.

3 Estabilidade Transversal

Uma 6rbita referente ao sistema (3) estd em estado sincronizado se, para cada t = 0,1,2, ...,
temos que x! = X; =x!, Vi,j = 1,2,...,n. Ou seja, o sistema estd em estado sincronizado, se
todas as subpopulacoes possuem o mesmo numero de individuos, porém nao necessariamente
constante ao longo da evolugao do tempo. As solugbes sincronizadas assumem valores no sub-
espaco k dimensional

S = Span{vlvv2)"'7v]€} (4)

do espaco de fase do sistema, onde v, Vv, ..., vi sdo dados por

vi = ((1,0,...,0)x, (1,0, ...,0)x, ..., (1,0, ..., 0)x) L, ,
=((0,1,0,...,0), (0, 1,0, ...,0)g, ..., (0, 1,0, ..., 0)x) L, ,

vi = ((0,...,0, 1)1, (0,...,0, 1), ..., (0, ..., 0, 1)) T, .

A condicao >, ﬂ = 1 para todo j = 1,2,...,m e todo t € Z, é suficiente para que o sub-
espago S seja invariante com relacdo ao sistema (3), e assim garanta a existéncia de solugdes
sincronizadas. Observamos que, na auséncia de acoplamento, oscilagoes cadticas de f podem
nunca sincronizar devido & sensitividade com relacao as condic¢oes iniciais. No entanto, o acopla-
mento em (3) pode produzir um rico espectro de fenémenos coletivos, bem como sincronismo
([13),[4),[10).

Denotando o sistema (3) na forma sucinta X! = F{(X?), é facil ver que Q,x = {(x,X, .., X);X €
Q% } estd contido em S, correspondendo entdao a um atrator sincronizado para F'[s.

A estabilidade assintdtica transversal de 2, serd avaliada pelo processo de linearizagao
do sistema. Seja X! = (x%,x%,...,x}) € R¥*" um estado sincronizado do sistema (3), onde
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xt = (af,28,...,2t) e x0 € Q4. A matriz jacobiana do sistema (3) calculada em X! é dada por

J'(X5) = In ® DE(x}) — B' ® (DP'(£(x{)) Df (x()), (6)

onde ® representa o produto de Kronecker (ver [11]). A andlise do comportamento de compo-
nentes transversais a érbita sincronizada ¢ feita utilizando a decomposicao R” = S @ S+, com
S = span(v), v = (1,1,...,1)F. Sejam w,us,...,u,_1 vetores coluna n-dimensionais linear-
mente independentes tais que S+ = span(ui,us,...,uy_1), entdo 3 = {v,u1,us, ..., Up_1} é
uma base para R™. Como consequéncia dos Teoremas de Perron Frobenius e GerSgorin (ver
detalhes em [10]), A\gp = 0 é um autovalor simples de B!, e é possivel encontrar uma matriz

invertivel Q de ordem n tal que podemos escrever Bt = Q~'B!(Q, onde

0 .. 0
B=1|: : (7)

o Al

e A' é uma matriz (n — 1) X (n — 1). A matriz @ é precisamente a matriz de mudanga da base
candnica para a base 3. Seja ST o complemento ortogonal de S em R™*¥, ou seja, R"**F =
S @ St. Essa decomposicdo nos permite considerar a representacio de um vetor w € R™*F
em termos de uma base I" formada pelos vetores vi, va, ..., vi juntamente com outros k(n — 1)
vetores linearmente independentes que geram S*. Através de um célculo elementar é possivel
mostrarmos que a matriz de mudanca de base, da base usual do R™** para I, é dada por Q ® Ij.

Nao ¢ dificil ver que A\g = 0 é um autovalor de multiplicidade k para B! ® I}, e seu auto-espaco
associado é S. Dessa forma a matriz jacobiana pode ser reescrita como

JHXL) = I, @ DE(L) — (L, (DD (£(xL)) DE(xL))) (B! ® I,

e portanto S é um subespaco invariante com relacdo a J'. Isso nos induz a considerar a repre-
sentacdo de J! em termos da base I, ou seja,

(Q® 1) J(X)(Q © It) ™ = (In ® Df(x;) — B' © (D®'(£(x;)) DE(xy)) =
Df(xt) Oy Oy,
Oy, (8)
: (I ® DE(x) — A' @ (DO (£(x1)) DE(x.)))
O,
onde Oj, é a matriz nula de ordem k x k.

Assim, de acordo com resultados padroes (ver [1]), a estabilidade assintética transversal de
Q1 pode ser avaliada através do comportamento do limite

lim [|[P7'PT2.. PO|*, (9)

T—+00
onde P™ = (I, ® Df(x]) — A ® (D®7(f(x]))Df(x]))). O limite dado em (9) corresponde
ao maior numero transversal de Liapunov associado ao atrator (), e questoes relativas a sua
existéncia sao complexas no caso geral.

4 Dinamica Local e Migracao Hierarquicas

Como destacado na introducao desse trabalho, vamos considerar o caso em que a dinamica
local e as fungoes de migracao sao dadas por uma estrutura com hierarquia (ver item (c) do
Teorema abaixo). O comportamento da forma hierdrquica estd presente na natureza e pode
ser caracterizado por varios fatores como, por exemplo, recursos para sobrevivéncia. Uma
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caracteristica matematica importante desse modelo é que a matriz jacobiana associada a esta
dindmica local e a matriz D® sao triangulares inferiores. Consideramos somente o caso em que
® nao depende de t, ou seja, gy = 1. Com essas hipoteses determinamos uma expressao para os
nimeros transversais de Liapunov associados ao atrator sincronizado €2,;, como pode ser visto
no Teorema abaixo, o qual corresponde a uma generalizagao dos resultados estabelecidos em [6].

Teorema: Consideremos o sistema (3) descrito na Segdo 2, com as seguintes hipéteses
adicionais: (a) As matrizes {C5} se[0,1] sao simultaneamente diagonalizaveis; (b) ® nao depende
da variavel t; (c) para cada i = 1,...,k, as fungbes f; e p; dependem somente das varidveis
x1,...,x;; (d) Existem medidas naturais p e vy tais que p é f-invariante, 0 é p-mensurével,

%(.)\ e LY(Q, p), In* \1— ()2:()| € L}
0,1],p x 1p),i=1,2,...,k, j=1,...,n—1, onde \;(s) s@o os autovalores, diferentes de 0, da

supp p C S e vy é h-invariante; (e) In™

matriz B® = I,, — C® e ¢; sdo as componentes de ®.
Entao os numeros transversais de Liapunov do atrator €2, sdo dados por

~ 0¢; ofi

Aj.:ex/ In|1—X(s zx’ ZX'dxdy X, s), 10

T [ LA 0| 5,00 (e x ) ) (10)
para ¢ = 1,...,k, j = 1,...,n — 1. Dessa forma, se sup AJ < 1, Qu é transversalmente

i
assintoticamente estavel.
Demonstracio. Para cada x? € QF e s € [0,1], os expoentes de Liapunov da érbita X so
1
definidos como os autovalores da matriz Tyo = lim (T3 T x0)27, onde
5 T—00

T—1n—1

7 = [Tl — A (0 (s°) DB (E(x))] DE ()

t=0 j=1

e T7y denota a transposta conjugada de 17, (ver [5]). Segue que os expoentes de Liapunov da
orblta em questao sao dados por

7—1
; ! 0o; Ofi
J - Y (Bt 0 S s
N = Jim 23 i (1= 252 ) ) et

; (11)

parai=1,---,k, j=1,--- ,n—1 (ver [9]). O limite acima existe para todo (x?, s) pertencente
a um determinado conjunto M € Q x [0, 1] tal que (p X v5)(M) = 1. Além disso o limite nao
depende de (x¥,5°) € M. Isso é uma consequéncia do Teorema de Kingman (ver [14]) e segue
das hipdteses de integrabilidade sobre f e ®, bem como do fato que a expressao

I} (s ,X5) = In

(1= M G i ) 5 1))

corresponde a um co-ciclo sub-aditivo sobre f. Esse mesmo teorema garante que os expoentes
de Liapunov sdo da forma

; 8 0
M= [ 2260 |50 ate x s
Ox[0,1] 8.(131 8&171
1=1,---,k, 7=1,--- ,n— 1. Isso demonstra o resultado. O

Levando em consideracao as hipéteses do Teorema e (11), obtemos

- 09 07
Aj = /Qx[(),ﬂ sk )\J(S)&ci ) 890,( K

dp(x) = A + L, (12)

dlpxm)xs)+ [ In
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onde L; é o expoente de Liapunov da érbita associado & dindmica local e A7 é um quantificador
que envolve a taxa de variacdo de migracao da referida espécie e os autovalores da matriz BY.
Definindo A} = exp(A?) e L; = exp(L;), os ntimeros transversais de Liapunov sdo dados por

Kf = exp(A]) = exp(L; + A)) = L; Ei (13)

Ou seja, é possivel separar os nimeros transversais de Liapunov no produto dos nimeros de
Liapunov da dinamica local por um parametro que depende do processo de migragao associado
ao sistema. Esta mesma separacao foi encontrada para o caso de uma tnica espécie (ver [10]),
o que permitiu a analise da influéncia da taxa de migragdo com relagao a possibilidade de
sincronizagao, estudando isoladamente o pardametro A = max{A7}.

i,j

Podemos utilizar a decomposigao (13) para explorarmos a influéncia da matriz de acopla-
mento no comportamento de A. Para isso, vamos considerar o caso em que a familia {55 } se[0,1]
é da forma N

C*=sD+(1-s)E, se]l0,1], (14)
onde D é corresponde a matriz de acoplamento global e E é a matriz de acoplamento local do
tipo dois vizinhos mais préximos (ver [12]). Consideremos o caso k = 2 e as seguintes fungoes
de migracao,

I

oy i€ (L2 (15)

pi(w1, x2) =

onde 0 < g < 1 é a fragdo migratéria maxima, e § determina se a fracdo de migracao é
crescente ou decrescente. Vamos considerar o caso em que © = [0,1] x [0,1], p é a medida de
Lebesgue (o que é verdadeiro para uma grande classe de mapas bidimensionais f (ver [16]))
e vy = 0,0 é a medida de Dirac concentrada em s” € [0,1] (o que ocorre, por exemplo, se h
tem s” como um ponto fixo atrator). Com essas hipéteses, para cada s € [0, 1], Ez (s%) pode
ser avaliada numericamente. A simulacao da Figura 1 apresenta a parte espacial do nimero
transversal de Liapunov A pelo parametro s para diferentes tamanho de rede e para 3 grande.
Para valores de s pequenos, observamos que nao hé possibilidade de ocorréncia de sincronizacao
cadtica (j4 que, nesse caso, mzax{zz} > 1). Por outro lado, para valores de s préximos de 1

héa a possibilidade de haver sincronia. Nossas observacoes sugerem que acoplamento mais forte
favorece a sincronizacao, o que esta de acordo com resultados ja estabelecidos na literatura ver
[7], [12]. O caso s = 0 foi discutido em [12] para uma tdnica espécie, onde observou-se que para
valores de § grande hd uma forte tendéncia em desestabilizar o sincronismo.

LI e e B B e |
0.2 04 06 [oR:)

Figura 1: A como funcdo do parametro s do acoplamento temporal para diferentes sitios.

Analisemos agora um exemplo no qual 15 é equivalente & medida de Lebesgue. Mais pre-
cisamente, tomamos h(s) = 4s(1 — s) (ver [15]). Consideramos o sistema com duas espécies e
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dinamica local dada por

fl (xl, xQ) — xlerl(l—xl) (16)
f2($1,x2) = "1;2672(1*04931712)?

onde 11 e ro representam as taxas de crescimento intrinsecas das espécies um e dois respecti-
vamente, e 0 < a < 1 mede os efeitos de competitividade da espécie um com a espécie dois
(ver referéncia [2] para detalhes). A funcdo de migragao em questdao é a dada em (15) e o

acoplamento ¢ dado em (14). Estamos interessados em verificar o comportamento de max{A?}
/[/7.]
a medida que 71 e ro assumem valores em que a dindmica do sistema (1) é caética. Nesse caso

calculamos numericamente o limite dado em (11). As Figuras 2 e 3 apresentam o maior ntimero
transversal de Liapunov em funcao da taxa de crescimento intrinseca r; da espécie um. A Figura
2 apresenta o caso dependente do tempo como descrito acima com § = —1. Observamos que
existe a possibilidade do estado sincronizado ser assintoticamente estavel, para varios valores de
r1. O mesmo comportamento foi verificado para outros valores de 3.

| MWMWM r
" |
. ‘ |
" W
v

” |
s 1
” |

5 ; = : -

H

Figura 2: Maior nimero transversal de Liapunov do sistema como funcao de 71, 8 sitios com
acoplamento dependente do tempo, o = 5,0095, a = 0,6, & = 0,9, 6 = —1.

Figura 3: Maior nimero transversal de Liapunov do sistema como funcao de r1, 8 sitios com
acoplamento com os 2 vizinhos mais préoximos, ro = 5,0095, a = 0,6, o = 0,9, § = —1 (a)
Acoplamento global. (b) Acoplamento dois vizinhos mais préximos.

A Figura 3 apresenta o maior nimero transversal de Liapunov versus o r{ para os mesmos
parametros considerados na Figura 2, porém com acoplamento global (Figura 3 (a)) e acopla-
mento dois vizinhos mais préximos (Figura 3 (b)). Observamos que no caso do acoplamento
dois vizinhos mais préximos a possibilidade de sincronizacao diminuiu, e no caso do acoplamento
global essa possibilidade aumenta. Comparando estes dados com o caso que o acoplamento é nao
estaciondrio vemos que a amplitude do maior ntimero transversal de Liapunov para o acopla-
mento da forma (14) é intermedidrio ao global e ao de dois vizinhos mais préximos.

5 Conclusao

Apresentamos um critério rigoroso para a estabilidade assintética de atratores sincronizados
para o sistema (3). O caso especial em que fungoes de dinamica local e de migragdo possuem
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comportamento de hierarquia foi considerado, juntamente com acoplamento nao estacionario.
Utilizando as expressoes analiticas para os nimeros transversais de Liapunov obtidas em (11) e
(12), simulacoes numéricas foram realizadas. Estas sugerem que o acoplamento mais forte induz
maior possibilidade de coeréncia de oscilagbes cadticas.
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