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Resumo: O presente trabalho apresenta um método de fronteiras imersas em diferenças fini-
tas para a imposição aproximada de condições de contorno. O método é baseado no trabalho
de Codina & Baiges [12] desenvolvido originalmente no contexto de elementos finitos no qual
a imposição das condições de contorno é feita utilizando aproximações por mı́nimos quadra-
dos. São apresentados resultados para uma equação escalar que valida o método, e demonstra
ordem de convergência quadrática. Finalmente, o método é aplicado para a solução numérica
das equações de Navier-Stokes em um problema clássico de escoamento incompresśıvel em uma
cavidade impulsionada.
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1 Introdução

O campo de estudo do método de fronteiras imersas concentra-se principalmente em escoamen-
tos com fronteiras móveis e ao redor de geometrias complexas [1, 2, 3]. O desenvolvimento
de métodos computacionais robustos como alternativa para as técnicas que utilizam malhas
elásticas, ou seja, malhas que se adaptam ao contorno do sólido que serve como obstáculo ao
escoamento, é o principal objetivo da comunidade cient́ıfica que estuda esse método.

O principal objetivo dos métodos de fronteira imersa é a imposição de condições de contorno
em situações onde a geometria do domı́nio não coincide com a malha computacional. O efeito de
certas condições de contorno pode ser modelado pela aplicação de uma força externa. Com isso,
pode-se simular um escoamento que passa por um objeto utilizando um domı́nio simples, com
uma malha regular, e impondo forças para caracterizar a fronteira do objeto. Pode-se utilizar
uma função da forma

f(xs, t) = α

∫ t

0
u(xs, t′)dt′ + βu(xs, t), (1)

em que xs são pontos na superf́ıcie do objeto, u é a velocidade, t é o tempo e α e β são
constantes negativas [4]. Esta função representa a informação vinda do campo de velocidades,
onde o primeiro termo é responsável pela criação da força que irá diminuir a velocidade do
escoamento na superf́ıcie ŕıgida (até que ela seja nula) e o segundo termo representa a força
criada pelo arrasto de um obstáculo localizado no ponto xs. A utilização dessa função nos pontos
do contorno pode ser vista como a aplicação de forças que ‘aprendem’ a simular a condição de
contorno desejada.
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Uma alternativa ao método de fronteiras imersas clássico é o método de interfaces imersas,
que evita o uso da distribuição delta de Dirac para definir os termos forçantes, obtendo maior
ordem de precisão [5, 6, 7]. Outra opção já explorada é a de impor a condição de contorno por
meio de multiplicadores de Lagrange, como no método de domı́nios fict́ıcios [8, 9, 10]. Neste
caso, a dificuldade é transferida para a construção do espaço de multiplicadores.

Lew & Buscaglia [11] apresentaram um método de imposição direta baseado em uma for-
mulação de Galerkin descont́ınuo, que evita o tratamento caso-a-caso simplesmente trocando
a interpolação nas células interceptadas pelo contorno por uma interpolação descont́ınua, evi-
tando assim o fenômeno de bloqueio (locking). Embora consiga impor fortemente as condições
de contorno e obter precisão ótima, o método necessita de graus de liberdade adicionais.

Nos últimos anos vem crescendo as pesquisas no intuito de aumentar a ordem de convergência
dos métodos de fronteira imersa, já que, na prática, a maioria deles consegue apenas convergência
de primeira ordem. Neste contexto, podem ser citados os métodos propostos em [12] e [13], nos
quais as condições de contorno, em especial as de Dirichlet, são impostas de forma a minimizar a
distância entre as condições de contorno exata e aproximada no sentido de mı́nimos quadrados.

Neste trabalho, pretende-se estender a ideia básica por trás destes métodos, isto é, aproximar
as condições de contorno no sentido de mı́nimos quadrados, aplicando-a no contexto de diferenças
finitas.

2 Descrição do método

A idéia básica do método de Codina & Baiges [12] é decompor os espaços de elementos finitos
para aproximação do campo de velocidades em uma soma direta de dois espaços: um de funções
que são diferentes de zero somente no interior do domı́nio de interesse, e um de funções que são
diferentes de zero somente nos nós exteriores a esse domı́nio. Os graus de liberdade localizados na
parte externa ao domı́nio são utilizados como auxiliares para imposição da condição de contorno
sobre a fronteira imersa, utilizando uma estratégia de imposição aproximada através do método
de mı́nimos quadrados.

A aplicação do método de fronteiras imersas em problemas de escoamentos de fluidos dis-
cretizados pelo método de diferenças finitas em malhas estruturadas, traz claras vantagens na
representação de domı́nios complexos, mantendo-se ao mesmo tempo a simplicidade de tal for-
mulação. O objetivo deste trabalho então é adaptar a idéia de Codina & Baiges no contexto de
diferenças finitas, construindo uma formulação que combine precisão e eficiência.

Considere Γ como sendo o ńıvel zero de uma função φ definida no domı́nio Ω, o qual divide
este domı́nio em uma parte interna Ωin, onde φ > 0, e uma parte externa Ωout, onde φ < 0.
Para simplificar a descrição do método, será considerado um problema escalar

−∇2u = f em Ωin

u = ū em Γ . (2)

Para aproximar o valor de u no contorno Γ, pode-se definir um funcional dado por

J(u) = ‖u− ū‖22 = (u− ū)2 (3)

que será utilizado no contexto de mı́nimos quadrados para fazer com que a distância entre a
velocidade aproximada u e a velocidade exata ū no contorno seja mı́nima. Como não há graus
de liberdade de u no contorno Γ, pode-se utilizar uma interpolação envolvendo os graus de
liberdade nos vértices.

Por exemplo, considera-se um elemento do domı́nio, que é interceptado pelo contorno, como
mostrado na figura 1. A, B e C são os vértices da célula, nos quais os valores da velocidade e
da função impĺıcita são conhecidos, e x e y são os pontos onde Γ intercepta as faces da célula,
ou seja, onde φ = 0.
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Figura 1: Elemento do domı́nio cortado pelo contorno, em que A, B e C são os vértices do elemento e
x e y são os pontos onde o contorno Γ corta as arestas do elemento.

Para a aresta AB, onde A é um ponto interno (φA > 0) e B é um ponto externo (φB < 0).
Dados os valores da velocidade e da função impĺıcita nos pontos A e B, pode-se definir a seguinte
interpolação

u =
uBφA − uAφB
φA − φB

, (4)

em que uA e uB são os valores nos pontos A e B, respectivamente, φA e φB são os valores da
função impĺıcita φ nos pontos A e B, respectivamente. Desta forma

J(u) = (u− ū)2 =
(
uBφA − uAφB
φA − φB

− ū
)2

.

Note que para o valor uA, há uma equação que vem da discretização da problema. O objetivo
então é encontrar uma equação adicional para uB de forma a garantir que J(u) seja mı́nimo, ou
seja,

∂J(u)
∂uB

= 0 ⇒ ∂J(u)
∂uB

= 2
(
uBφA − uAφB
φA − φB

− ū
)(

φA
φA − φB

)
= 0. (5)

Finalmente, chega-se a

uBφA
φA − φB

− uAφB
φA − φB

− ū = 0 ⇒ uB =
(

uAφB
φA − φB

+ ū

)(
φA − φB
φA

)
.

De maneira geral, em que mais de uma aresta é cortada por Γ, considera-se o funcional
como sendo a soma das parcelas equivalentes à contribuição de cada aresta. Para exemplificar,
toma-se as arestas AB e BC do elemento mostrado na figura 1. Supondo que C seja um nó
interno, assim como A, teremos também uma interpolação para definir u no ponto y, onde o
contorno corta a aresta BC, tal que φ(y) = 0, da forma

u =
uBφC − uCφB
φC − φB

.

Note que não há uma equação que define unicamente as velocidades no contorno. Porém,
redefinindo o funcional J como

J(u) =
(
uBφA − uAφB
φA − φB

− ū
)2

+
(
uBφC − uCφB
φC − φB

− ū
)2

e calculando seu mı́nimo, ou seja, determinando uB, tal que
∂J(u)
∂uB

= 0,

∂J(u)
∂uB

= 2
(
uBφA − uAφB
φA − φB

− ū
)(

φA
φA − φB

)
+ 2

(
uBφC − uCφB
φC − φB

− ū
)(

φC
φC − φB

)
= 0,
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(a) (b)

Figura 2: Decaimento do erro com a redução do tamanho h, em escala log× log, para a) o ćırculo e b)
o quadrado.

é posśıvel escrever uB da seguinte forma

uB =
(

uAφAφB
(φA − φB)2

+
ūφA

φA − φB
+

uCφBφC
(φC − φB)2

+
ūφC

φC − φB

)
1

φ2
A

(φA−φB)2
+ φ2

C
(φC−φB)2

.

Dessa maneira, tem-se um único valor para uB, que consiste na aproximação da velocidade
no contorno no sentido de mı́nimos quadrados. Isto torna o problema bem definido, fazendo
com que u esteja o mais próximo posśıvel de ū. Há assim, uma equação para cada elemento
cortado por Γ, representando a imposição das condições de contorno.

3 Verificação

A seguir, o método proposto é verificado resolvendo-se a equação (2) com condição ū = 0 em Γ.
Para este teste são considerados dois problemas:

(a) um ćırculo de raio r = π/2 e centro na origem, com termo fonte

f(x, y) =
sin(

√
x2 + y2)√
x2 + y2

+ cos(
√
x2 + y2),

cuja solução exata é
U(x, y) = cos(

√
x2 + y2).

(b) um quadrado
(
−π

2 ,
π
2

)
×
(
−π

2 ,
π
2

)
com termo fonte

f(x, y) = 2 cos(x) cos(y),

cuja solução exata é
U(x, y) = cos(x) cos(y).

Para os dois casos foram consideradas as seguintes malhas: 11 × 11, 21 × 21, 31 × 31, 41 × 41,
61 × 61, 81 × 81, 101 × 101 e 121 × 121. O programa foi executado, utilizando as diferentes
malhas, e a solução obtida foi comparada com as soluções exatas.

Da figura 2, pode-se observar que o método proposto conseguiu obter convergência de ordem
h2 (onde h é o espaçamento de cada malha), para os dois domı́nios considerados. Estes resultados
mostram que foi posśıvel melhorar a ordem da aproximação, podendo até atingir precisão de
ordem 2. Este fato serviu de inspiração para estender o método para aplicações envolvendo as
equações de Navier-Stokes.
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(a) (b)

Figura 3: Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade para a cavidade com tampa
deslizante para Re = 100 (a) condição inicial e (b) solução no estado estacionário.

4 Aplicação em escoamentos incompresśıveis

Considere as equações de Navier-Stokes na forma adimensional para escoamentos incompresśıveis,
dadas por

∂u
∂t

+∇ � (uu) = −∇p+
1
Re
∇2u, (6)

∇ � u = 0, (7)

onde u denota o campo de velocidades e p o campo de pressões. Ainda, Re = LV/ν é o número de
Reynolds, L e V são os parâmetros de escala de comprimento e velocidade, respectivamente, e ν é
a viscosidade cinemática do fluido. Tais equações são válidas em um domı́nio Ωin ∈ R2, limitado
por uma fronteira imersa Γ = Γ1 ∪ Γ2. O problema considerado neste exemplo é o da cavidade
impulsionada, um benchmark clássico na literatura de dinâmica dos fluidos computacional. Para
este exemplo, considera-se Γ um quadrado [0, 1]× [0, 1], onde Γ1 é a tampa superior (y = 1), e
Γ2 define as paredes laterais e inferior, sendo impostas as condições

u = (u, v) = (1, 0), em Γ1 (8)
u = (u, v) = (0, 0), em Γ2 . (9)

Tais equações são discretizadas no tempo como

un+1 − un

δt
+∇ � (uu)n+1 = −∇pn+1 +

1
Re
∇2un+1 (10)

∇ � un+1 = 0 , (11)

e no espaço pelo método de diferenças finitas em uma malha deslocada. As equações (10)-
(11), uma vez discretizadas, levam a um sistema algébrico não linear, que é resolvido de forma
acoplada, através do método de Newton, sendo o sistema linear resultante resolvido pelo método
iterativo GMRES. Detalhes desta formulação podem ser encontrados em [14].

O teste foi efetuado com uma malha de 301 × 301 pontos, com Re = 100, δt = 0.01, CFL
= 3. Para a comparação dos resultados foram considerados os perfis de velocidade nas linhas
horizontal e vertical que passam pelo centro da cavidade, e os resultados de Ghia [15]. A figura
3 mostra as linhas de corrente da solução inicial e do estado estacionário. Na figura 4, pode-se
ver o perfil da velocidade u ao longo da linha vertical que passa pelo centro do domı́nio (4.a) e
o perfil da velocidade v ao longo da linha horizontal que passa pelo centro do domı́nio (4.b). Os
resultados estão em concordância com o resultado de referência.
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(a) (b)

Figura 4: a) Perfil da velocidade u ao longo da linha vertical que passa pelo centro do domı́nio e b)
perfil da velocidade v ao longo da linha horizontal que passa pelo centro do domı́nio, comparadas com os
resultados obtidos por [15].

5 Conclusões

O presente trabalho apresenta um método de imposição de condições de contorno para fronteiras
imersas, baseado em discretizações por diferenças finitas em malhas estruturadas. O método foi
baseado no trabalho de Codina & Baiges [12] para elementos finitos. No contexto de diferenças
finitas, o método é simples e eficiente, apresentando ordem de convergência quadrática para
problemas escalares.

O método foi estendido e aplicado para o problema clássico de escoamento de fluido em uma
cavidade impulsionada, mostrando concordância com a solução de referência utilizada.
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