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Resumo: O presente trabalho apresenta um método de fronteiras imersas em diferencas fini-
tas para a imposicdo aprorimada de condicoes de contorno. O método € baseado no trabalho
de Codina & Baiges [12] desenvolvido originalmente no contexto de elementos finitos no qual
a imposicao das condicdes de contorno € feita utilizando aproximacdes por minimos quadra-
dos. Sao apresentados resultados para uma equacdo escalar que valida o método, e demonstra
ordem de convergéncia quadrdtica. Finalmente, o método € aplicado para a solugao numérica
das equacgdes de Navier-Stokes em um problema cldssico de escoamento incompressivel em uma
cavidade impulsionada.
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1 Introducao

O campo de estudo do método de fronteiras imersas concentra-se principalmente em escoamen-
tos com fronteiras méveis e ao redor de geometrias complexas [1, 2, 3]. O desenvolvimento
de métodos computacionais robustos como alternativa para as técnicas que utilizam malhas
elasticas, ou seja, malhas que se adaptam ao contorno do sélido que serve como obstaculo ao
escoamento, é o principal objetivo da comunidade cientifica que estuda esse método.

O principal objetivo dos métodos de fronteira imersa é a imposigao de condigoes de contorno
em situagoes onde a geometria do dominio nao coincide com a malha computacional. O efeito de
certas condigoes de contorno pode ser modelado pela aplicagao de uma forga externa. Com isso,
pode-se simular um escoamento que passa por um objeto utilizando um dominio simples, com
uma malha regular, e impondo forcas para caracterizar a fronteira do objeto. Pode-se utilizar
uma func¢ao da forma

f(zs,t) = a/o w(xs, t')dt' + pu(xs,t), (1)

em que rg sao pontos na superficie do objeto, u é a velocidade, t é o tempo e « e 3 sao
constantes negativas [4]. Esta func@o representa a informacao vinda do campo de velocidades,
onde o primeiro termo é responsavel pela criacdo da forca que ird diminuir a velocidade do
escoamento na superficie rigida (até que ela seja nula) e o segundo termo representa a forga
criada pelo arrasto de um obstédculo localizado no ponto xs. A utilizacao dessa funcao nos pontos
do contorno pode ser vista como a aplicacao de forcas que ‘aprendem’ a simular a condigao de
contorno desejada.
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Uma alternativa ao método de fronteiras imersas classico é o método de interfaces imersas,
que evita o uso da distribuicao delta de Dirac para definir os termos forcantes, obtendo maior
ordem de precisao [5, 6, 7]. Outra opcao ji explorada é a de impor a condi¢ao de contorno por
meio de multiplicadores de Lagrange, como no método de dominios ficticios [8, 9, 10]. Neste
caso, a dificuldade é transferida para a construcao do espaco de multiplicadores.

Lew & Buscaglia [11] apresentaram um método de imposi¢ao direta baseado em uma for-
mulacao de Galerkin descontinuo, que evita o tratamento caso-a-caso simplesmente trocando
a interpolacao nas células interceptadas pelo contorno por uma interpolagao descontinua, evi-
tando assim o fenomeno de bloqueio (locking). Embora consiga impor fortemente as condigoes
de contorno e obter precisao 6tima, o método necessita de graus de liberdade adicionais.

Nos 1ltimos anos vem crescendo as pesquisas no intuito de aumentar a ordem de convergéncia
dos métodos de fronteira imersa, ja que, na pratica, a maioria deles consegue apenas convergéncia
de primeira ordem. Neste contexto, podem ser citados os métodos propostos em [12] e [13], nos
quais as condic¢oes de contorno, em especial as de Dirichlet, sao impostas de forma a minimizar a
distancia entre as condicoes de contorno exata e aproximada no sentido de minimos quadrados.

Neste trabalho, pretende-se estender a ideia bésica por tras destes métodos, isto é, aproximar
as condigoes de contorno no sentido de minimos quadrados, aplicando-a no contexto de diferencas
finitas.

2 Descricao do método

A idéia basica do método de Codina & Baiges [12] é decompor os espagos de elementos finitos
para aproximacgao do campo de velocidades em uma soma direta de dois espagos: um de fungoes
que sao diferentes de zero somente no interior do dominio de interesse, e um de fungbes que sdao
diferentes de zero somente nos nds exteriores a esse dominio. Os graus de liberdade localizados na
parte externa ao dominio sao utilizados como auxiliares para imposicao da condi¢do de contorno
sobre a fronteira imersa, utilizando uma estratégia de imposicao aproximada através do método
de minimos quadrados.

A aplicagdo do método de fronteiras imersas em problemas de escoamentos de fluidos dis-
cretizados pelo método de diferengas finitas em malhas estruturadas, traz claras vantagens na
representacao de dominios complexos, mantendo-se a0 mesmo tempo a simplicidade de tal for-
mulagdo. O objetivo deste trabalho entao é adaptar a idéia de Codina & Baiges no contexto de
diferengas finitas, construindo uma formulagao que combine precisao e eficiéncia.

Considere I' como sendo o nivel zero de uma fun¢do ¢ definida no dominio 2, o qual divide
este dominio em uma parte interna 2;,, onde ¢ > 0, e uma parte externa ¢, onde ¢ < 0.
Para simplificar a descricdo do método, sera considerado um problema escalar

—Vu=f em Q;,
u=u em I. (2)

Para aproximar o valor de u no contorno I', pode-se definir um funcional dado por
—12 )
J(u) = Ju—allz = (u—1u) (3)

que serd utilizado no contexto de minimos quadrados para fazer com que a distancia entre a
velocidade aproximada u e a velocidade exata @ no contorno seja minima. Como nao hé graus
de liberdade de u no contorno I', pode-se utilizar uma interpolacao envolvendo os graus de
liberdade nos vértices.

Por exemplo, considera-se um elemento do dominio, que é interceptado pelo contorno, como
mostrado na figura 1. A, B e C s@o os vértices da célula, nos quais os valores da velocidade e
da funcao implicita sdo conhecidos, e x e y sao os pontos onde I' intercepta as faces da célula,
ou seja, onde ¢ = 0.
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Figura 1: Elemento do dominio cortado pelo contorno, em que A, B e C sdo os vértices do elemento e
x e y sao os pontos onde o contorno I' corta as arestas do elemento.

Para a aresta AB, onde A é um ponto interno (¢4 > 0) e B é um ponto externo (¢p < 0).
Dados os valores da velocidade e da fungao implicita nos pontos A e B, pode-se definir a seguinte
interpolagao

_ up®A —uadB 4
= A —dn (4)
A —®B
em que uy e up sao os valores nos pontos A e B, respectivamente, ¢4 e ¢p sdo os valores da
fungao implicita ¢ nos pontos A e B, respectivamente. Desta forma

o (upda—uads \’
J(u) = (u—u) —( Y u) .

Note que para o valor u4, hd uma equacao que vem da discretizacdo da problema. O objetivo
entao é encontrar uma equacao adicional para up de forma a garantir que J(u) seja minimo, ou

seja,
0J(u) 0J(u) _ <UB¢A —uAPp > ( ®A ) _
0= 2 $A— éB AT 0

dup N Oup

()

Finalmente, chega-se a

uppa uAPB - [ uadp $a— éB
oa—d5 da—05 "0 7 “B‘<¢A—¢B+“>< oa >

De maneira geral, em que mais de uma aresta é cortada por I', considera-se o funcional
como sendo a soma das parcelas equivalentes a contribuicao de cada aresta. Para exemplificar,
toma-se as arestas AB e BC do elemento mostrado na figura 1. Supondo que C seja um nd
interno, assim como A, teremos também uma interpolacido para definir © no ponto y, onde o
contorno corta a aresta BC, tal que ¢(y) = 0, da forma

_ updc —ucop

- $c— o8

Note que ndo ha uma equacdo que define unicamente as velocidades no contorno. Porém,
redefinindo o funcional J como

() = (uB¢A —uadp u)2 N (umfm —ucgp u)2

$a—éB ¢c — ¢B
. . . 0J(u)

e calculando seu minimo, ou seja, determinando upg, tal que =0,
up

0J(u) _ (UB¢A—UA¢B__)< pa ) (uB¢C—UC¢B__>< ¢c ):
dus o\ oa—os  J\on-9o5) TP se—os ) \Go—as) "
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Figura 2: Decaimento do erro com a reducdo do tamanho h, em escala log x log, para a) o circulo e b)
o quadrado.

é possivel escrever up da seguinte forma

uB:((UA¢A¢B N U4 N ucPBoC N e > . 1

¢a—¢B)?  da—o¢B (¢c—9B)?  dc— B

2 2 :
+ =2
(pa—05)* ' (¢c—oB)?

Dessa maneira, tem-se um tnico valor para upg, que consiste na aproximacao da velocidade
no contorno no sentido de minimos quadrados. Isto torna o problema bem definido, fazendo
com que u esteja o mais proximo possivel de 4. H& assim, uma equagao para cada elemento
cortado por I', representando a imposi¢cao das condigoes de contorno.

3 Verificagao

A seguir, o método proposto é verificado resolvendo-se a equagao (2) com condi¢ao @ = 0 em I'.
Para este teste sao considerados dois problemas:

(a) um circulo de raio r = 7/2 e centro na origem, com termo fonte

3 2 2
o) = L o Vo),

U(z,y) = cos(v/z2 + y2).

(b) um quadrado (—%, %) X (—g, %) com termo fonte

cuja solucao exata é

f(z,y) = 2cos(z) cos(y),

cuja solucao exata é
U(z,y) = cos(x) cos(y).

Para os dois casos foram consideradas as seguintes malhas: 11 x 11, 21 x 21, 31 x 31, 41 x 41,
61 x 61, 81 x 81, 101 x 101 e 121 x 121. O programa foi executado, utilizando as diferentes
malhas, e a solugdo obtida foi comparada com as solugoes exatas.

Da figura 2, pode-se observar que o método proposto conseguiu obter convergéncia de ordem
h? (onde h é o espagamento de cada malha), para os dois dominios considerados. Estes resultados
mostram que foi possivel melhorar a ordem da aproximagao, podendo até atingir precisao de
ordem 2. Este fato serviu de inspiragao para estender o método para aplicagoes envolvendo as

equacgoes de Navier-Stokes.
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Figura 3: Linhas de corrente coloridas segundo a magnitude da velocidade para a cavidade com tampa
deslizante para Re = 100 (a) condigio inicial e (b) solu¢do no estado estacionério.

4 Aplicacao em escoamentos incompressiveis

Considere as equagoes de Navier-Stokes na forma adimensional para escoamentos incompressiveis,

dadas por

ou 1 o
E—l—v.(uu)——vm— EV u, (6)

V.u=0, (7)

onde u denota o campo de velocidades e p o campo de pressoes. Ainda, Re = LV /v é o niimero de

Reynolds, L e V sdo os parametros de escala de comprimento e velocidade, respectivamente, e v é

a viscosidade cinemética do fluido. Tais equacdes sao validas em um dominio €, € R?, limitado

por uma fronteira imersa I' = I';y UT's. O problema considerado neste exemplo é o da cavidade

impulsionada, um benchmark cldssico na literatura de dindmica dos fluidos computacional. Para

este exemplo, considera-se I' um quadrado [0, 1] x [0, 1], onde I'; é a tampa superior (y = 1), e
5 define as paredes laterais e inferior, sendo impostas as condigoes

u = (U, U) - (17 0)7 em I'y (8)
u=(u,v) = (0,0), emTIy. 9)
Tais equacoes sao discretizadas no tempo como
u™t —un n+1 n+1 L O ny1
50 +V.(uu)" = -Vp"T + ﬁv u (10)
V.u"t =0, (11)

e no espago pelo método de diferengas finitas em uma malha deslocada. As equagoes (10)-
(11), uma vez discretizadas, levam a um sistema algébrico nao linear, que é resolvido de forma
acoplada, através do método de Newton, sendo o sistema linear resultante resolvido pelo método
iterativo GMRES. Detalhes desta formulagdo podem ser encontrados em [14].

O teste foi efetuado com uma malha de 301 x 301 pontos, com Re = 100, ét = 0.01, CFL
= 3. Para a comparacao dos resultados foram considerados os perfis de velocidade nas linhas
horizontal e vertical que passam pelo centro da cavidade, e os resultados de Ghia [15]. A figura
3 mostra as linhas de corrente da solucao inicial e do estado estacionario. Na figura 4, pode-se
ver o perfil da velocidade u ao longo da linha vertical que passa pelo centro do dominio (4.a) e
o perfil da velocidade v ao longo da linha horizontal que passa pelo centro do dominio (4.b). Os

resultados estao em concordancia com o resultado de referéncia.
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Figura 4: a) Perfil da velocidade u ao longo da linha vertical que passa pelo centro do dominio e b)
perfil da velocidade v ao longo da linha horizontal que passa pelo centro do dominio, comparadas com os
resultados obtidos por [15].

5 Conclusoes

O presente trabalho apresenta um método de imposigao de condigbes de contorno para fronteiras
imersas, baseado em discretizagoes por diferencas finitas em malhas estruturadas. O método foi
baseado no trabalho de Codina & Baiges [12] para elementos finitos. No contexto de diferencas
finitas, o método é simples e eficiente, apresentando ordem de convergéncia quadritica para
problemas escalares.

O método foi estendido e aplicado para o problema cléssico de escoamento de fluido em uma
cavidade impulsionada, mostrando concordancia com a solucao de referéncia utilizada.
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