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Resumo: Consideramos o problema inverso de identificagdo de fontes para a equacao unidi-
mensional de difusdo-adveccao-decaimento com coeficientes constantes a partir de informacgdes
das extremidades do dominio. E apresentada uma formulacdo variacional do problema tendo
como espago de funcdes testes as solugoes da equagao modificada de Helmholtz homogénea. Con-
siderando o caso em que a fonte € uma funcao caracteristica de um intervalo obtemos um sistema
nao-linear e o resolvemos pelo método de Newton. Dois experimentos numéricos sao apresenta-
dos para ilustrar a eficiéncia do método proposto e sua aplicabilidade para obter aproximacdes
para fontes de suporte compacto.

Palavras-chave: problemas inversos, identificacdo de fontes, difusdo-advecgao

1 Introducao

Sejam [ = (I, Iz) um intervalo aberto de R e «, 3,7 € R fixos tais que a,y > 0. Considere-
mos os seguintes problemas:

Problema 1 (Problema Direto) Dadas as fungoes f : I — R eaq,as € R, encontre u/(I1), u'(I2)
tal que u satisfaca
{ —yu" + pu +au=f, em I
U(Il) = al,u(Iz) = a

Problema 2 (Problema Inverso) Dados aj,ag,b1,bs € R, encontre f: I — R tal que

"+ Bu Fau=f, em I
’LL(Il) = al,u(Ig) = a
u'([l) = bl,u/(Ig) = b2

O problema direto é bem posto para f € L2(I), pois resolver a equacio diferencial proposta
é um problema bem posto e calcular a derivada de u nos pontos I; e Iy também. Ja o problema
inverso é altamente mal posto quando nao temos informagoes adicionais sobre f.

Por exemplo, definindo

up(z) = —a* +222 =1, Vrel[-1,1], e ug(x)=-24+322-2 Vazel[-1,1],
e também

filz) = —uf(@) +vi(2) +w(z)
—zt — 42?4 142® + 42— 5, Ve (—1,1),

falz) = —uy(z) +uy(z) + ua(w)
= —2% 625 +300t + 322+ 62 -8, Vaze(-1,1),
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temos que o problema inverso associado ao sistema

—u"+u' +u=f em (-1,1)
u(—1)=wu(l)=0
u'(—1)=4'(1) =0

tem f1 e fo como solugao (além de f = 0).

A equacao de difusdo-advecgao-decaimento é freqiientemente empregada para modelar o
fenomeno de poluicdo em aguas.

Em conseqiiéncia da mé colocagao dos problemas de identificag@o de fontes, em geral existem
muitas variagoes relacionadas, como por exemplo identificagao de defeitos ou do suporte da fonte.
Em [4] existe um grande tratado sobre problemas inversos de identificacao de fontes. Em [7] foi
investigado o Problema 2 para fontes pontuais. Neste texto vamos investigar principalmente o
Problema 2 no caso quem f é uma funcao caracteristica de um intervalo.

2 Formulacao Variacional

Nesta se¢do vamos apresentar um problema de identificacdo de fonte equivalente ao Pro-
blema 2 e, a partir deste, vamos obter uma forma variacional para o mesmo.
Consideremos os dados do Problema 2. Fazendo a mudanga de varidvel

u(zx) = eﬁxw(as), Vaoel,

4 2
= [ 1)

e denotando

1 _8
g(z) = ;f(ﬂﬁ)e »* Vrel, (2)
L _8
c1=ate 2 ey =age 2
dy = ble_%j1 — Mt'i_%ll e dy= b26_%12 — %6_%127
2y 2y

temos que o Problema 2 equivale a

Problema 3 Dados c1,c3,dy,ds como definidos anteriormente, encontre g : I — R tal que

—w" +RPw=yg em I
w(Il) = C1, ’LU(IQ) = C2 y
u/(Il) = dl, ’11)/([2) = d2

pois, obtendo g no Problema 3, podemos obter f por (2). Note que k definido em (1) é um
nimero real, pois o,y > 0.
Consideremos o espaco das funcoes testes definido por

V(I)={veL*(I)| —v"+r* =0 em I}.
Multiplicando g por uma funcao de V(I) e integrando sobre I, obtemos

/gv = /(—w"—l—me)v = /mev—w"v = /wv”—w"v.

I I I I
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1P
= ’lU’U/ — ’UU),

I
= CQ’U/(IQ) — dQU(IQ) — clv’(Il) + dl’U(Il).

Assim, definindo

B(g,v):/gv, VoveV(I)
T

L(v) = eav'(I2) — dov(I2) — c1v'(I1) + dyv(I1), Yov e V(I),
temos que se g é solugao do Problema 3 entao g é solugao de

Problema 4 (Formulagao Variacional) Dados B e L como definidos anteriormente, encon-
tre g tal que
B(g,v) = L(v), YwveV(). (3)

Sabemos que, definindo vy (z) = €% e va(x) = e™"*, V & € I, temos que {vi,v2} é uma base
de V(I). Como B e L sao lineares com respeito ao espago V(I), temos que resolver o Problema 4
é equivalente a resolver o mesmo problema trocando a equagao variacional (3) pelo sistema

B(g,v1) = L(v1)
{ Blg,vs) = Liva) - )

Observacao 1 Se f é uma combinacdo linear de duas fungoes fi, fo € L*(I) conhecidas, isto
é, se existem &1,& € R tais que f = & f1 + afe, entdo podemos obter f pelo sistema (4) se, e

somente se,
B(g1,v1) B(g2,v1) >
det 0,
( B(g1,v2) B(g2,v2) 7

1 _B
onde g;, para i = 1,2, é definida por g;(z) = —fi(x)e” 2",V € I.
Y

3 Fontes Caracteristicas de um Intervalo

Como vimos anteriormente, o Problema 2 é mal posto quando procuramos f em espagos
gerais. Apresentaremos nesta se¢ao uma classe de fungées mais interessante do que o caso que
foi apresentado na Observagao 1 e que podem ser recuperadas no Problema 2.

Consideremos o Problema 2 sabendo-se que f é uma funcdo caracteristica de um intervalo,
isto é, que [ = x(¢, ¢,), onde

_ 1 3 se $€(§17§2)
X(gl,gg)(m)—{o s rd(b by Vael,

para algum par &1, &y € I desconhecido. Nossa estratégia é explorar o sistema (4) para obtermos
&1 e & e assim determinar f.
Por (2), temos

1 _B.
g(x) = ;X(gl,gg)(:ﬂ)e 27 Vzxel. (5)
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L(v1) = coke™2 — dyet2 — oy et + dyetht

= (cak — do) "2 — (¢1k — dy) el

e
L('U2) = _C2Kle—.‘€12 _dQe—KIQ +C1K/€_HII +d1€_’dl
= - (CZKJ + d2) e_“IQ + (01/4, + dl) e—mh_
Assim, definindo F : R? — R? por
8 B B B
e(ﬁ_zﬂ)t—e(fi 27>S e( " 27>t—e< " 27)3 2
F(sjt): ﬂ 9 ﬁ , V(S,t)€R7
R} -k — 5
e

(p1,p2) = ((c2r — da) "2 — (c1r —dy) et — (cok 4 dy) e 72 + (e1k + dy) e"dl) ,
resolver o sistema em (4), neste caso, equivale a resolver a equacdo nao-linear
F(s,t) = (p1,p2), (6)

o que pode ser feito usando o método de Newton, isto é, iterando

(3n+1atn+1) = (Smtn) —JF (Smtn)_l (F (Smtn) - (p13p2)) )

onde Jp(s,t) é a matriz Jacobiana de F' no ponto (s,t) e com (sg,%y) adequado.
A aplicabilidade do método de Newton para a resolu¢do da equagéo ndo-linear (6) é assegu-
rada pelo teorema apresentado a seguir.

Teorema 1 Seja Q C R? aberto e convezo e F : Q — R? de classe C'(Q). Se, para todo
(s,t) € Q, temos Jp(s,t) nao-singular e para alguma norma | - || do R? e algum (so,ty) €
valem as sequintes condigoes:

1. exite C1 > 0, tal que

[Jr(s1,t1) — Jp(s2,t2)|| < Cu[l(s1,t1) — (s2, t2) |,
para todo par (s1,t1), (s2,t2) € ;

2. existe Cy > 0 tal que
||JF(S7t)_1|| < 027

para todo (s,t) € §2;
8. definindo-se

)

O3 = HJF(507 to) ! F(s0,t0)

temos que C1C2C5 < %;
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4. definindo-se R = 2C'y temos que

Br(soto) = {(s,1) € 2| [[(s0,%0) = (s,1)[| < R} < &

entao existe apenas um (&1,&2) € Br(so,to) tal que F(&1,&2) = (p1,p2) e 0o método de Newton
converge com estimativa de erro dada por

1(€1,&) = (3, tn)|| < R(C1C2C3)*
para todon =0,1,2, ...

Uma prova para este teorema pode ser encontrada em [6]

Tomando-se
= {(s)eR? | <s<t<D},

a norma || - ||2, definida por
(s, O)ll2 = [s* +[t1%, ¥ (s,t) €R?,

e (s0,t0) qualquer em €2, podemos assegurar pelo Teorema 1 que o método de Newton aplicado
a equacao nao-linear (6) converge para a unica solugao do sistema.

A dependéncia continua da solugao da equagao ndo-linear (6) em relagao aos dados de entrada
do Problema 2 pode ser verificada usando o Teorema da Fungao Inversa ([2]).

Observagao 2 Da mesma forma, podemos considerar o Problema 2 para fontes da formas

[ =CX(e ) com C #0 fizo.

4 Experimentos

Para obter dados de entrada para o Problema 2 discretizamos o intervalo [0, 5] em 1002 pontos
0 = zg,21,...,%1000, L1001 = O tais que x;11 — x; = h, para todo i = 0,...,1001 e utilizamos o
método de Galerkin para obtermos uma aproximagao uy para a solucao do Problema 1. Assim
obtemos aproximagoes para u'(0) e u/(5) por

i (0) = uh(wl)h— un(0) i (5) = up(5) — Zh(ﬂclooo)
Sabemos que, na medida em que os termos « e (3 crescem, a qualidade da aproximagcao de
u pelo método de Galerkin piora, portanto nos nossos experimentos nao tomamos valores altos
para a e (3.
Um outro fato importante a ser lembrado é que nao pode obter f no Problema 2 com alta
precisao pois os valores u},(0) e u},(5) néo sao exatamente os dados de entrada.

4.1 Recuperando uma fonte caracteristica

Neste experimento testamos o método proposto para resolver o Problema 2. Obtemos os
dados de entrada uj, (0) = 0.119387997616 e uj,(5) = —0.0417667576086 resolvendo o Problema 1
com parametros « = 0.75, 8 = 0.50 e v = 0.75, com condigoes de bordo u(0) = u(5) = 0 e termo
fonte f = X(1,3)-

Como critério de parada para a iteragao usamos ||F(sn,t,) — (p1,p2)|l, < 10716, Foram
realizadas 9 iteragoes e o método nos deu a solugao

f = X(1.00361424631, 1.50343624273)

para o problema.
Na Figura 1 podemos ver os gréaficos da funcdo f proposta e wup obtida pelo método de

Galerkin. A Tabela 1 mostra os dados obtidos nas iteragoes do método de Newton.
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Figura 1: Graficos de f = X(1,3) © de uy, obtida para esta fonte.
)

© 00 O UL W KFH O3

Sn 123 [ (s, tn) — (P1,02) 5
0.0 5.0 64.4624026182
0.629226733664 3.7012301835 22.0875169921
1.10992478833 2.60397962383 6.31463193126

1.23642080097
1.04721611961
1.00531697895
1.00361592274
1.00361424632
1.00361424631
1.00361424631

1.92215763709
1.57603904035
1.50600312076
1.5034390563

1.50343624273
1.50343624273
1.50343624273

1.22938016452
0.17198388291
0.0054430311686
6.47980399233e-06
8.46333531145e-12
6.66278359382¢-16
1.38777878078e-17

Tabela 1: Dados obtidos nas iteragoes do método de Newton para o problema com fonte f = X(1,3)-
' 2

4.2 Obtendo uma aproximagao por uma funcao caracteristica

Neste experimento visamos explorar a dependéncia continua da solugao da equagao nao-
linear (6) em relacao aos dados de entrada do Problema 2 para obter uma aproximacao por fonte
caracteristica para uma fonte com suporte compacto. Obtemos os dados de entrada u} (0) =
0.633236426522 e u), (5) = —0.216290556828 resolvendo o Problema 1 com parametros o = 0.25,
B =—-0.75 e v = 1.0, com condigoes de bordo u(0) = u(5) = 0 e termo fonte

f(x):{—}—w—z)(:c—zt) ,

Como critério de parada para a iteragio usamos ||F(sn,t,) — (p1,p2)|l, < 10714

0

realizadas 7 iteracoes e o sistema nos deu

se x€(2,4)
, se x¢(2,4)

Ve (0,

f = X(2.2807889677, 3.74992747306)

como a aproximacgao de f.
Na Figura 1 podemos ver os graficos da funcao [ proposta, da uj, obtida pelo método de
Galerkin e da f. Como podemos ver, a aproximagao f é bem razoavel para a f proposta.

5)- (7)

Foram
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Figura 2: Gréficos de f descrita em (7), de uy obtida com esta fonte e da aproximacao f.

5 Conclusao

O problema inverso de identificacao de fontes para a equacao unidimensional de difusao-
adveccao-reacao com coeficientes constantes a partir de informagoes das extremidades do dominio,
apesar de extremamente mal posto, pode ser resolvido em casos especificos como, por exemplo,
quando sabemos se a fonte é uma combinagcao linear de duas fungoes conhecidas ou se ela é uma
funcao caracteristica de um intervalo.

A técnica apresentada para obter fontes caracteristicas de um intervalo, além de muito
eficiente, também pode ser 1til para encontrar aproximacoes de funcoes de suporte compacto no
classes das fungoes caracteristicas de um intervalo.
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