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RESUMO

Um dos problemas em aberto mais importantes da matemaética atual é aquele proposto em
1900 pelo matematico David Hilbert, no Congresso Internacional de Matematica de Paris, que
trata basicamente de determinar o ntimero de ciclos limites que um sistema dindmico possui,
e que é conhecido como 16° problema de Hilbert. O problema pode ser abordado por véarios
métodos, dentre eles aquele conhecido como o método do averaging (ver [2] e [3]), e nosso ob-
jetivo nesse trabalho é exibir uma aplicacdo desse método a um fénomeno bem conhecido da
teoria de sistemas dindmicos, a saber, a bifurcagdo de Hopf (ver [4], [5] e [6]). Basicamente,
a bifurcacao de Hopf acontece quando variamos um parametro do campo de vetores que de-
fine o sistema e ocorre uma mudanca na estabilidade deste, sendo que nesta transicao podemos
observar o surgimento de um ciclo limite. Nesse trabalho mostramos que é possivel garantir a
existéncia deste ciclo limite utilizando o averaging. No entanto, usaremos o método do averaging
apresentado por Llibre e Buica em 2004 (ver [1]), em que os autores apresentam o método de um
ponto de vista topoldgico, enfraquecendo as hipoteses de diferenciabilidade do averaging clédssico.

Trabalharemos com o sistema

it = —ex—y+e(vy+ay?+2+ayd +23y)
7 z—ey+e(y? + 33 +ya? + 23 + y22? + y)

Se escrevemos X = (z,y)7 e

R(X) = Ri(X) ) _ zy + xy? + 23 + zy® + 23y
T\ R(X) ) T\ Ay P gyt )

entao nosso sistema na forma matricial torna-se

. [ —e -1 Ri(X)
X-( 1 —€>X+6<R2(X)
Notemos que a parte linear do sistema depende do parametro de perturbacao € e tem au-

tovalores —e + 7. Assim, se € > 0, o sistema é hiperbdlico e topologicamente conjugado, pelo
teorema de Grobman-Hartman, a um foco atrator linear. Da mesma forma, se € < 0, o sistema
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é topologicamente conjugado a um foco repulsor. Se ¢ = 0, o sistema deixa de ser hiperbdlico,
e nesse caso temos um centro. Assim, o Teorema de Hopf (ver [4], pdg. 317) garante que,
quando variamos e continuamente através do valor ¢ = 0, o sistema muda de estabilidade apds
o aparecimento de um ciclo limite, o que caracteriza a bifurcacao de Hopf.

Para aplicar o método e detectar esta drbita peridédica, vamos mudar as coordenadas do
sistema e trabalhar em coordenadas polares. Com efeito, seja

T =rcosb
y = rsenf
O sistemas nas novas coordenadas torna-se

7 = er(r? —1)(1+ rsenf)
= 1+er?cos?6

Utilizando a regra da cadeia podemos eliminar o tempo no sistema anterior:

dr er(r? —1)(1 + rsend)

de 1+ er2cos?6
Se € é suficientemente pequeno, podemos reescrever a equacao diferencial acima como
d
5 = €r(? = 1) + (2 = L)sen) + (R(r. 6, ).

Dessa forma temos satisfeito as hipéteses do Teorema de Llibre e Buica, e assim podemos
aplicar o método do averaging, sendo este baseado na teoria do grau topoldgico de Brouwer.
Obteremos uma fung¢ao cujo numero de zeros nos dard a quantidade de ciclos limites que o sis-
tema original possui. Neste caso, mostraremos que, excluindo-se o caso em que temos r = 0, que
corresponde ao raio das coordenadas polares, a fungéao possui um tnico zero, correspondente ao
ciclo limite conhecido da bifurcacao de Hopf.

A conclusao do trabalho é que o método do averaging detecta o ciclo limite da bifurcagao de
Hopf, confirmando resultados conhecidos anteriormente pelo Teorema da Bifurcacao de Hopf.
Mais geralmente, o trabalho mostra que é possivel estender as aplicacoes do método para a teo-
ria das bifurcacoes, quando enxergamos o parametro de bifurcacdo como uma perturbagao do
sistema, funcionando assim como uma abordagem alternativa para eventuais problemas desta
area que possam ser abordados pelo método.
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