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'RESUMO

A teoria dos jogos é uma teoria matematica criada para se modelar fendmenos que podem ser
observados quando dois ou mais “agentes de decisao”interagem entre si. Ela fornece linguagem
para a descricao de processos de decisao conscientes e objetivos envolvendo mais do que um
individuo.

Em seu inicio a teoria dos jogos chamou pouca atengao, nao recebendo assim sua devida
importancia. Essa situagao s6 veio a mudar quando o grande matematico John von Neumann,
em 1928, provou o teorema Minimax. Segundo esse teorema hé sempre uma solugdo racional
para um conflito bem definido entre dois individuos, cujos interesses sao completamente opostos.

O objetivo deste trabalho é estudar a teoria dos jogos e apresentar o teorema Minimax de
von Neumann, que tem muitas aplicacoes e cuja demonstragao utiliza o teorema de dualidade
da teoria de programacao linear.

Um jogo tem os seguintes elementos béasicos: existe um conjunto finito de jogadores, re-
presentado por G = {g1,92,...,9n}. Cada jogador ¢g; € G possui um conjunto finito S; =

{si1, Si2, ..., Sim,; } de opgoes, denominadas estratégias puras do jogador g; (m; > 2). Um
vetor s = (8ij;,5—i) = (51j1552js,- - -+ 5nj,) € denominado um perfil de estratégia pura, em
que s;5, ¢ uma estratégia pura para o jogador g; € G e s_; = (S1j1s- -, Si—1ji_1» SitLjsi1s- - > Snjn )

uma escolha de estratégia para todos os jogadores, menos o jogador g;.
Para cada jogador g; € G, existe uma funcao utilidade que associa o ganho (payoff) w;(s)
do jogador g; a cada perfil de estratégia pura s € S,

w: S — R

s — wu(s)’

onde S é o produto cartesiano formado por todos os perfis de estratégia pura, denominado
espacgo de estratégia pura do jogo. Uma solugdo de um jogo é uma prescri¢ao ou previsao so-
bre o resultado do jogo. Existem varios conceitos diferentes de solucao, em particular, estudamos
o Fquilibrio de Nash.

Uma estratégia mista p; para o jogador g; € G é uma distribuigdo de probabilidades sobre
o conjunto S; de estratégias puras do jogador, isto é, p; é um elemento do conjunto
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O espago de todos os perfis de estratégia mista é o produto cartesiano A = A, X Ay, X

.. X Ay, , denominado espago de estratégia mista. Um vetor p € A é denominado perfil de
estratégia mista. Cada perfil de estratégia mista p = (p1,p2,...,pn) € A determina um pay-
off (ganho) esperado, uma média dos payoffs ponderada pelas distribuigbes de probabilidades

Piy---yPn-

Definigao: Dizemos que um perfil de estratégia mista p* = (p}, p5,...,p)) € A é um equilibrio
de Nash se u; (p},p*;) > u; (p,p*;), para todo p € Ay, isto é, nenhum jogador sente motivagao
de trocar sua estratégia mista se os demais jogadores nao o fizerem.

Definicao: Um jogo de soma constante com dois jogadores é um jogo com dois jogadores
comumente denominados jogador linha e jogador coluna, com estratégias

Sjogador linha — {17 2,... 7m} € Sjogador coluna = {17 2,... 7”}

e matriz payoff

Jogador coluna

1 2 -
1| (ay1,b1q) | (@15,b15) || (A4, D15)
Jolgador 2| (azbyy) | (@23.b55) || (A5, b5)
linha = : L 8
m (am1J bml) (amZ' bmz) (amm bmn)
satisfazendo a;j + b;; = ¢, c constante, para todoi=1,...,me j=1,...,n. No caso particular

em que a constante c é zero, dizemos que o jogo tem soma zero.

Teorema: Um perfil de estratégia mista (p*, ¢*) é um equilibrio de Nash de um jogo de dois
jogadores com soma constante definido pela matriz de payoffs A = (aij)mxn do jogador linha

se, e somente se,

max min ay = min max ay = p*L Ag*.
1<k<m 1<I<n 1<Ii<n 1<k<m

Teorema (Minimax de von Neumann): Para todo jogo de soma zero com dois jogadores,
representado pela matriz de payoffs A do jogador linha, sempre existe um perfil de estratégia
mista (p*, ¢*) € A, x A, satisfazendo
v (A) = max min p? Ag = p*T A¢* = min max p’ Ag = v.(A
1(A) = max min p* Ag = ¢" = min max p- Ag =ve(4).
Em particular, (p*, ¢*) é um equilibrio de Nash do jogo.
Esse teorema estabelece que, para jogos de dois jogadores com soma zero, vj(A) = v.(A)
sempre. Sendo assim, pelo teorema visto anteriormente, segue que, para esta classe de jogos,
sempre existe pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias mistas.
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